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Chapitre 1
Introduction
1.1 La dynamo terrestre
De nombreux corps ce´lestes posse`dent un champ magne´tique, la plupart des plane`tes
du syste`me solaire, les e´toiles et meˆme les galaxies. Parmi ceux-ci nous allons plus parti-
culie`rement nous inte´resser au cas de la Terre.
La Terre est compose´e en premie`re approximation de plusieurs couches organise´es en
coquilles sphe´riques concentriques (voir figure 1.1). En son centre un noyau solide (aussi
appele´ graine). Celui-ci est principalement compose´ de fer et son rayon est d’environ 1 220
kilome`tres. La couche supe´rieure, le noyau externe, est fluide. Elle a une e´paisseur d’environ
2 265 kilome`tres. Elle est majoritairement compose´e de fer a` l’e´tat liquide auquel s’ajoutent
des e´le´ments plus le´gers (comme le soufre, l’oxyge`ne ou le silicium). L’ensemble est surmonte´
du manteau puis de la crouˆte pour un rayon global d’environ 6 370 kilome`tres (le manteau
est lui-meˆme divise´ en un manteau infe´rieur et un manteau supe´rieur).
L’existence d’un champ magne´tique est atteste´ dans le cas de la Terre depuis environ 3.2
milliards d’anne´es. Le temps caracte´ristique de dissipation du champ par diffusion ohmique
est de l’ordre de 10 000 ans pour le dipoˆle (la composante la plus lentement de´croissante).
Ce temps est donc infe´rieur de plusieurs ordres de grandeur au temps d’existence du champ
magne´tique terrestre. Il ne peut donc pas s’agir d’un champ fossile. Il existe ne´cessairement
un processus dynamique qui re´ge´ne´re le champ contre la diffusion par dissipation ohmique
[28].
Il est maintenant reconnu que ce processus est celui de la dynamo auto-entretenue. Nous
sommes en pre´sence d’un fluide conducteur de l’e´lectricite´ qui est anime´ de mouvements
de convection. Ces mouvements, en pre´sence d’un champ magne´tique initial, vont ge´ne´rer
des courants e´lectriques qui a` leur tour vont cre´er un champ magne´tique. Si ce champ
induit vient renforcer le champ magne´tique initial, celui-ci peut alors eˆtre maintenu contre
la diffusion ohmique. La processus que nous venons de de´crire me`ne a` une croissance expo-
nentielle du champ (car le champ induit est proportionnel au champ de de´part). Le champ
magne´tique ainsi cre´e´ pourrait croˆıtre inde´finiment s’il n’existait pas une re´troaction pour
stopper cette croissance. Le champ magne´tique, lorsqu’il devient suffisamment important,
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Fig. 1.1: Vue e´corche´e du globe terrestre, avec du centre a` la pe´riphe´rie, la graine solide,
le noyau externe fluide (orange fonce´), le manteau (orange clair) et la crouˆte (marron).
va agir sur l’e´coulement qui l’a cre´e´ (via la force de Laplace). Il va modifier celui-ci de
manie`re a` saturer son e´nergie.
La the´orie de la dynamo auto-entretenue propose donc que l’e´nergie cine´tique des mou-
vements convectifs a` l’oeuvre dans le noyau terrestre soit en partie convertie en e´nergie
magne´tique. Il existe donc ne´cessairement une ou plusieurs sources d’e´nergie qui vont en-
tretenir cette convection en compensant les pertes des diffe´rents effets diffusifs. Ces sources
d’e´nergie sont diverses et leur importance relative est toujours discute´e.
Les mouvements convectifs dans le noyau peuvent eˆtre d’origine thermique. En effet un
fluide plus chaud et donc moins dense que son environnement va monter sous l’action de
la force d’Archime`de. Le refroidissement se´culaire de la Terre conduit dans le noyau a` une
tempe´rature plus importante a` la frontie`re noyau interne-noyau externe (ICB, pour Inner
Core Boundary en anglais) qu’a` la frontie`re noyau-manteau (CMB, pour Core Mantle
Boundary en anglais), le gradient ainsi cre´e´ est super adiabatique et peut engendrer la
convection.
Ce refroidissement est e´galement la cause de la cristallisation du noyau interne qui est
principalement compose´ de fer. Cette cristallisation libe`re la chaleur latente de solidification
qui va chauffer le fluide et alimenter la convection.
D’autres sources d’e´nergie sont disponibles, Bullard (1949) a propose´ la pre´cession
comme un moteur possible pour la convection dans le noyau. Cette hypothe`se a par la suite
e´te´ conteste´e, mais des calculs d’ordre de grandeur re´alise´s par Malkus (1994) montrent
que la pre´cession pourrait fournir l’e´nergie ne´cessaire a` la dynamo.
La pre´sence pre´sume´e d’une faible concentration d’e´le´ments radioactifs dans le noyau
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pourrait constituer une autre source possible de chaleur. Celle-ci est toutefois juge´e beau-
coup moins efficace que les pre´ce´dentes. L’e´nergie due a` la de´sinte´gration de ces e´le´ments
est faible, car ils sont en petite quantite´ dans le noyau (cette situation contraste avec le
manteau terrestre qui est essentiellement chauffe´ par la de´sinte´gration des e´le´ments radio-
actifs).
En plus du fer, le noyau interne contient des e´le´ments le´gers. Lors de la cristallisation
de la graine, ceux-ci sont rejete´s a` l’ICB ce qui me`ne a` des diffe´rences locales de densite´ qui
vont e´galement engendrer la convection. Il s’agit alors de convection “solutale” (introduite
par Braginsky en 1963). Des sources de convection que nous avons vues, c’est celle qui est
probablement a` l’origine de la plus large part des mouvements de fluide dans le noyau.
Le champ magne´tique cre´e´ par ces mouvements de convection va lui meˆme fournir
de la chaleur au fluide par dissipation ohmique des courants e´lectriques. Toutefois, pour
des raisons thermodynamiques, cette chaleur n’est e´videmment pas a` meˆme d’alimenter la
convection.
Le champ magne´tique terrestre actuel est observe´ depuis la surface par un re´seau im-
portant d’observatoires ainsi que par des satellites. Le champ magne´tique du noyau (appele´
champ principal) traverse le manteau que l’on suppose eˆtre un isolant e´lectrique parfait (le
champ dans le manteau de´rive d’un potentiel). La reconstruction du champ a` la surface
du noyau est alors possible graˆce a` la the´orie du potentiel et aux harmoniques sphe´riques.
Ce travail est cependant rendu tre`s complexe par la pre´sence de deux contributions. Tout
d’abord, un champ magne´tique d’origine externe (cre´e´ par l’interaction du vent solaire,
un flux de particules ionise´es, avec l’ionosphe`re et la magne´tosphe`re). Ce champ est certes
plus faible (environ 1% du champ magne´tique total), mais il vient s’ajouter au champ
d’origine interne. Il est donc ne´cessaire de se´parer ces deux composantes pour connaˆıtre
le champ provenant du noyau fluide. Afin de s’affranchir du champ externe, cre´e´ par le
vent solaire, les observations sont effectue´es dans les pe´riodes magne´tiquement calmes (de
nuit et en l’absence d’orage magne´tique). La contribution externe devient beaucoup plus
proble´matique lorsque les mesures sont effectue´es depuis un satellite. De plus, le champ
principal se combine a` un champ magne´tique d’origine crustal, car les roches de la crouˆte
e´tant a` une tempe´rature plus faible que le manteau peuvent eˆtre aimante´es (elles sont en-
dessous de leur tempe´rature de Curie). Le champ crustal est dominant aux petites e´chelles
spatiales. Il fait donc e´cran, a` ces e´chelles, a` l’observation du champ d’origine interne.
Celui-ci n’est donc connu qu’aux grandes e´chelles spatiales.
Graˆce au pale´omagne´tisme et a` l’arche´omagne´tisme, il est e´galement possible de recons-
tituer le champ magne´tique passe´ ainsi que ses variations. Le pale´omagne´tisme repose sur
l’analyse des roches magmatiques et se´dimentaires contenant des mine´raux magne´tiques.
Au moment du refroidissement ou de la compaction des roches qui les contiennent ces
mine´raux ont fige´ l’orientation du champ magne´tique contemporain de cet e´ve´nement. Le
principe de l’arche´omagne´tisme est comparable, mais utilise des produits de production
humaine (des poteries par exemple) qui sont date´s inde´pendamment (par exemple graˆce a`
leur contexte historique).
Toutes ces observations ont permis de de´gager les grandes caracte´ristiques du champ
magne´tique terrestre (voir par exemple [26]). Celui-ci est principalement dipolaire et fluctue
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sur des e´chelles de temps tre`s varie´es. Il existe des variations de longues pe´riodes (de
10 000 a` 30 000 ans environ) de la composante dipolaire, mais aussi des variations brutales
a` l’e´chelle de l’anne´e constituant de ve´ritables bouffe´es de champ magne´tique (jerks). Le
champ magne´tique terrestre posse`de aussi la particularite´ de changer de polarite´ de fac¸on
tre`s irre´gulie`re. Ce processus d’inversion se produit en moyenne tous les 100 000 ans. La
dure´e d’une inversion est comprise entre 1 000 et 5 000 ans environ. Durant cette pe´riode
la composante dipolaire du champ magne´tique n’est plus dominante. Il existe, en outre,
des excursions qui ont environ la meˆme dure´e que les inversions. Elles correspondent a`
une de´croissance du dipoˆle qui reprend ensuite de l’importance tout en gardant la meˆme
polarite´ (contrairement aux inversions ou` la polarite´ s’inverse). Les origines physiques de
ces grandes caracte´ristiques sont encore loin d’eˆtre comprises.
Le proble`me de la ge´odynamo, et plus ge´ne´ralement celui de la the´orie dynamo, est un
proble`me complexe [29, 55] qui laisse encore de nombreuses questions ouvertes. L’approche
the´orique a permis de nombreux progre`s (dont certains seront de´crits dans cette the`se),
mais elle ne peut offrir de solution au proble`me non-line´aire complet.
Re´cemment des travaux expe´rimentaux (Riga et Karlsruhe en 2000) ont re´ussi a` pro-
duire une dynamo en utilisant un e´coulement a` ge´ome´trie fortement contrainte. Ces deux
expe´riences reposent sur des e´coulements issus de travaux the´oriques (Ponomarenko, 1973
et Roberts , 1970, respectivement).
Depuis quelques de´cennies, il existe une autre voie pour e´tudier l’effet dynamo, celle des
simulations nume´riques. Les simulations nume´riques ont permis des avance´es significatives
en offrant les premie`res solutions approche´es du syste`me complet d’e´quations caracte´risant
la ge´odynamo. Les mode`les nume´riques ont re´ussi a` reproduire certaines des grandes ca-
racte´ristiques du champ magne´tique terrestre. La plupart ont, par exemple, produit des
dynamos dont le champ magne´tique est principalement dipolaire et certains ont re´ussi a`
produire des inversions de polarite´ [33, 65].
Certains auteurs ope`rent un rapprochement direct entre le champ magne´tique produit
par les mode`les nume´riques et le champ magne´tique observe´ pour la Terre (voir figure
1.2). Cependant les dynamos nume´riques utilisent des parame`tres ne´cessairement e´loigne´s
de plusieurs ordres de grandeur de ceux de la Terre. Pour la Terre, il existe en effet une
grande disparite´ d’e´chelles de temps et d’espace dans les phe´nome`nes en jeu. Celle-ci rend
pour l’instant impossible une simulation utilisant des parame`tres re´alistes pour la Terre.
Le jour, temps caracte´ristique de la rotation, est par exemple excessivement court par
rapport a` l’e´chelle de temps de la diffusion visqueuse. Les e´chelles spatiales cre´e´es par la
turbulence ou par les couches limites visqueuses dans le noyau terrestre sont terriblement
petites vis a` vis des grands mouvements convectifs. A ces difficulte´s de mode´lisation, lie´es
aux parame`tres, s’ajoutent celles lie´es a` diffe´rents the´ore`me anti-dynamo qui empeˆchent de
simplifier le proble`me de trois dimensions a` deux dimensions d’espace (Cowling, 1934, par
exemple). La difficulte´ principale en ce qui concerne les simulations nume´riques est donc,
en l’e´tat actuel des connaissances, de comprendre dans quelle mesure elles nous e´clairent
sur la dynamique du noyau fluide terrestre.
Il apparaˆıt donc ne´cessaire d’opter pour l’e´tude de cas simplifie´s permettant de progres-
ser vers la compre´hension des phe´nome`nes physiques a` l’oeuvre dans la ge´odynamo. Nous
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allons e´tudier, dans la premie`re partie de ce manuscrit, le cas purement hydrodynamique
de la convection dans une sphe`re en rotation. Nous nous attacherons a` de´crire les tran-
sitions (ou bifurcations) de l’e´coulement et a` caracte´riser l’effet du re´gime de parame`tres
(en taˆchant de s’approcher du re´gime ge´ophysiquement pertinent). Il en effet ne´cessaire de
bien comprendre le processus de la convection non-line´aire en rotation qui est la premie`re
instabilite´ du syste`me et engendre les mouvements qui permettront la ge´ne´ration de champ
magne´tique. Dans la seconde partie de cette the`se, nous e´tudierons l’effet dynamo dans
la ge´ome´trie de la ge´odynamo (i.e. une coquille sphe´rique en rotation). Ce proble`me est
tre`s riche, du fait de sa complexite´ les parame`tres ne peuvent eˆtre aussi largement varie´s
que pour le proble`me de convection simple. Nous e´tudierons plus particulie`rement la bi-
furcation dynamo. Il est en effet important de bien comprendre le domaine faiblement
non-line´aire avant d’affronter le domaine fortement non-line´aire et toutes les difficulte´s
qui y sont lie´es. Nous nous attacherons e´galement dans cette partie a` clarifier le roˆle des
parame`tres et essaierons de pre´ciser le comportement de la solution dans la limite des
parame`tres ge´ophysiquement pertinents.
Comme les deux e´tudes qui constituent ce travail sont centre´es sur l’apparition d’une
instabilite´, nous allons maintenant pre´ciser la notion de bifurcation.
1.2 Rappel sur les syste`mes dynamiques et les bifur-
cations
Conside´rons un syste`me physique dont l’e´tat instantane´ est entie`rement de´termine´ par
un ensemble de variables d’e´tat X ≡ {Xi , i = 1, ..., n}. L’e´volution de ce syste`me est
de´crite par un ensemble de n e´quations diffe´rentielles munies de conditions initiales (X(t=0))
dX
dt
= F (X, t) . (1.1)
Envisageons le cas particulier d’un second membre F (X) ne de´pendant pas explicitement
du temps (syste`me autonome). Le nombre de variables d’e´tat, aussi appele´es degre´s de
liberte´, de´finit la dimension du syste`me. Cet ensemble de variables d’e´tat sert de coor-
donne´es canoniques dans un espace, appele´ espace des phases, dans lequel on peut suivre
l’e´volution du syste`me en observant l’e´volution du vecteur X. A titre d’exemple, un oscilla-
teur harmonique, constitue´ d’une masse attache´e par un ressort a` un mur, sera entie`rement
de´termine´ par la vitesse et la position de la masse. Ce syste`me posse`de donc deux degre´s
de liberte´.
Selon cette de´finition, un milieu continu, par exemple constitue´ d’un fluide en convec-
tion, de´crit par des champs (vitesse, tempe´rature), aura donc un nombre infini de degre´s
de liberte´ (avant discre´tisation), constitue´s par la valeur des champs aux diffe´rents points
du domaine conside´re´.
Cependant, les diffe´rents processus physiques a` l’oeuvre (advection, diffusion dans le cas
de la convection) introduisent souvent une cohe´rence spatiale qui traduit via les de´rive´es
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Fig. 1.2: Comparaison de la composante radiale du champ magne´tique a` la CMB pour un
mode`le nume´rique filtre´ (a` gauche) et pour la Terre en 1980 (a` droite). Le flux pointant vers
l’inte´rieur est indique´ en rouge et vers l’exte´rieure en bleu. Les parame`tres du mode`le sont
E = 10−3, Ra = 300, Pr = 1 et Pm = 4. Le champ obtenu avec le mode`le nume´rique a e´te´
filtre´ passe-bas a` la re´solution des observations du champ magne´tique terrestre (Christensen
et al. 1999).
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partielles spatiales des conditions de contraintes entre e´tats locaux ayant pour effet d’abais-
ser le nombre effectif de degre´s de liberte´ a` une valeur finie et suffisamment basse. Le
comportement d’un syste`me dynamique s’e´tudie en caracte´risant ses e´tats d’e´quilibre, ou
points fixes,
dX0
dt
= 0 = F (X). (1.2)
Leur stabilite´ est e´tudie´e en approximant F (X) au voisinage de X0 par sa forme line´arise´e.
Par simplicite´ nous allons conside´rer par la suite le cas d’une variable scalaire X. L’e´galite´
(1.1) peut aussi eˆtre e´crite
dX
dt
= − dG
dX
, (1.3)
ou` G(X) = − ∫ F (X) dX, ce qui me`ne a`
dG
dt
=
dG
dX
dX
dt
= −(F (X))2 6 0. (1.4)
G de´croˆıt donc au cours du temps, comprendre l’e´volution a` grand temps du syste`me
correspond donc a` la recherche des minima de G(X).
Supposons maintenant que F (X) de´pende d’un parame`tre µ, appele´ parame`tre de
controˆle. Le syste`me peut pre´senter des changements de comportement brutaux en fonc-
tion des valeurs du parame`tre de controˆle. A chacun de ces changements de comportement
on dit qu’il y a bifurcation. Ces bifurcations correspondent a` un changement de points
fixes dont il faut de´terminer la stabilite´. La se´quence exacte de bifurcation en fonction du
parame`tre de controˆle est propre a` chaque syste`me. Cependant le voisinage de toute bifur-
cation peut eˆtre de´crit par un petit nombre de cas typiques, car dans ces re´gimes un seul
terme non-line´aire gouverne l’e´volution. Les termes non inte´ressants (ou non re´sonnants)
sont e´limine´s par changement de variables. Il existe plusieurs types de bifurcations, nous
nous bornerons ici a` de´crire celles de codimension un, c’est-a`-dire celles obtenues en ne
faisant varier qu’un seul parame`tre. Et plus pre´cise´ment nous ne de´crirons parmi les bifur-
cations de codimension un que les bifurcations fourches super-critiques, sous-critiques et
de Hopf, car celles-ci correspondent aux phe´nome`nes que nous allons e´tudier par la suite.
Les syste`mes dynamiques respectent souvent des conditions de syme´tries. Un syste`me
dynamique peut par exemple eˆtre invariant par le changement X 7→ −X. Si le syste`me
satisfait cette proprie´te´ alors F (X) est une fonction impaire et la premie`re non-line´arite´
est un terme cubique. Etudions d’abord la forme normale suivante
dX
dt
= µX −X3. (1.5)
Les bifurcations de´crites par ce type d’e´quation sont qualifie´es de super-critiques.
Lorsque µ prend des valeurs positives, cette non-line´arite´ cubique (de signe ne´gatif)
va permettre de saturer la solution a` une valeur finie. Pour µ ne´gatif, seul X = 0 est
un point fixe. Pour e´tudier sa stabilite´, il faut line´ariser le second membre de (1.5), il
vient directement X = X0e
µt. Pour µ < 0, cette solution est donc stable et relaxe vers
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X = dX/dt = 0 pour n’importe quelle condition initiale. Pour µ positif, le point fixe
X = 0 devient instable et deux nouveaux points fixes apparaissent en X = ±√µ. Pour
e´tudier leur stabilite´ on pose X = ±√µ + ǫ. En reportant cette expression dans (1.5), et
en supposant ǫ≪ 1, nous obtenons dǫ/dt = −2µǫ pour les deux points fixes. Ce sont donc
des points fixes stables. Dans tous les cas, le retour a` l’e´quilibre se fait par une dynamique
de relaxation dont le temps caracte´ristique est
τ = −µ−1 pour µ < 0,
τ = (2µ)−1 pour µ > 0.
La relaxation est donc tre`s lente pre`s du seuil. Les valeurs de X (parame`tre d’ordre) en
fonction du parame`tre de controˆle sont re´sume´es dans un diagramme de bifurcation ou` est
indique´e la stabilite´ des diffe´rentes branches (voir figure 1.3, graphique du haut pour le cas
super-critique).
Si maintenant la non-line´arite´ cubique est de signe positif, elle ne va plus saturer mais
de´stabiliser la solution, il faut donc prendre en compte une non-line´arite´ ne´gative d’ordre
supe´rieur (et toujours impaire) pour obtenir cette saturation. On obtient
dX
dt
= µX +X3 −X5. (1.6)
Les bifurcations de´crites par ce type d’e´quation sont qualifie´es de sous-critiques. Le
point fixe X = 0 existe toujours, il est stable pour µ < 0 et instable pour µ > 0. Les
solutions non-triviales sont les racines de µ + X2 − X4. Elles sont au nombre de quatre
pour −1/4 6 µ < 0 et de deux pour µ > 0. En line´arisant autour de ces points fixes,
on peut de´terminer leur stabilite´. On montre ainsi que pour −1/4 6 µ les solutions non
triviales telles que X2 = (1 +
√
1 + 4µ)/2 sont stables. Pour −1/4 6 µ < 0 les solutions
non triviales telles que X2 = (1−√1 + 4µ)/2 sont, quant a` elles, instables.
Si µ varie depuis µ < −1/4 continuˆment vers µ > 0, le syste`me choisit d’abord la
solution triviale et ne se de´stabilise que pour µ > 0, la` X prend brutalement une valeur
finie. Si partant de cette valeur finie on diminue de nouveau µ, on reste sur la solution
non-triviale se´lectionne´e par le syste`me meˆme pour µ < 0 et ce jusqu’a` µ = −1/4 ou` le
syste`me retrouve brutalement la solution triviale. Entre la monte´e et la descente il apparaˆıt
donc une hyste´re´sis dans le comportement du syste`me, cette hyste´re´sis est caracte´ristique
des bifurcations sous-critiques (voir figure 1.3, graphique du bas).
Nous conside´rons maintenant le cas de la bifurcation de Hopf, contrairement aux cas
pre´ce´dents qui pre´sentaient des solutions stationnaires, nous avons maintenant des solutions
oscillantes.
L’espace des phases est maintenant de dimension deux (partie re´elle et partie imaginaire
de la variable) et, pour le cas super-critique, l’une des formes normales qui re´git cette
bifurcation s’e´crit dans le plan complexe
dZ
dt
= (µ+ iω)Z − (1 + iγ)|Z|2Z , (1.7)
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paramètre de controle
paramètre de controle
paramètre d’ordre
paramètre d’ordre
Fig. 1.3: Diagramme de bifurcation super-critique (graphique du haut) et sous-critique
(graphique du bas).
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Re Z
Im Z
Re Z
Im Z
Fig. 1.4: Diagramme d’une bifurcation Hopf super-critique. Pour µ < 0, les solutions
convergent vers le point fixe r = 0 (graphique de gauche). Pour µ > 0 les solutions
convergent vers le cycle limite de rayon
√
µ (cercle en gras), et ce indiffe´remment pour
une condition initiale r <
√
µ ou r >
√
µ.
l’autre forme normale est similaire mais utilise le complexe conjugue´ Z¯. En posant Z = reiθ,
on obtient le syste`me d’e´quation suivant
dr
dt
= µr − r3 , (1.8)
dθ
dt
= ω − γr2 . (1.9)
Ce syste`me correspond a` une bifurcation super-critique pour l’amplitude r et une phase
tournant a` la vitesse ω − γr2. Les points fixes de l’e´quation pour l’amplitude sont r = 0,
stable pour µ < 0 et instable pour µ > 0, et r =
√
µ (nous conside´rons seulement r > 0)
stable pour µ positif. Pour µ > 0 les solutions vont tendre vers un cycle limite de rayon√
µ (cf. figure 1.4).
La bifurcation de Hopf peut aussi eˆtre sous-critique si le coefficient du terme non-
line´aire |Z|2Z est positif, il faut alors prendre en compte un terme non-line´aire en |Z|4Z
pour saturer l’instabilite´.
Les diffe´rentes formes normales que nous avons de´crites ici permettent de de´crire en
toute ge´ne´ralite´ le comportement de syste`mes tre`s diffe´rents mais se comportant quali-
tativement de la meˆme fac¸on. Elles expriment en effet des proprie´te´s universelles de ces
syste`mes.
1.3 Syste`me de Lorenz
Nous allons maintenant nous inte´resser a` un exemple classique de syste`me dynamique,
celui du mode`le de Lorenz (1963). Ce syste`me nous inte´resse particulie`rement car il mode´lise
de manie`re simplifie´ la convection de Rayleigh-Be´nard, dont nous allons par la suite e´tudier
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Fig. 1.5: Re´alisation expe´rimentale des rouleaux de Rayleigh-Be´nard pre`s du seuil de
convection (Guillou et Jaupart, 1995).
une variante (dans une coquille sphe´rique en rotation). Plac¸ons nous dans un repe`re
carte´sien direct (x, y, z) (avec z pour direction verticale), on conside`re, sous l’approxima-
tion de Boussinesq, un fluide compris entre deux plaques espace´es d’une longueur D et de
tempe´rature T2 pour la plaque infe´rieure et T1 pour la plaque supe´rieure avec T2− T1 > 0.
Ce fluide est dans un champ de gravite´ g normal aux plaques et posse`de un coefficient d’ex-
pansion thermique α > 0, ainsi que des coefficients de diffusivite´ cine´matique et thermique
ν et κ respectivement. De´finissons un nombre sans dimension Ra = αgD3(T2−T1)/νκ, dit
nombre de Rayleigh, qui traduit l’intensite´ du chauffage impose´. Ce nombre va servir de
parame`tre de controˆle pour les proble`mes de convection.
Pour de faibles valeurs du nombre de Rayleigh, le fluide est capable d’e´vacuer sa chaleur
par diffusion et il n’y a pas de convection. Si l’on augmente ce parame`tre jusqu’a` exce´der une
valeur critique Rac l’e´tat de fluide au repos se de´stabilise et il se produit une bifurcation qui
entraˆıne l’apparition de rouleaux de convection stationnaires. Une re´alisation expe´rimentale
de ces rouleaux est pre´sente´e sur la figure 1.5.
Pour des valeurs croissantes du nombre de Rayleigh, on obtient successivement une
convection de´pendante du temps puis a` travers une se´rie de bifurcations une perte progres-
sive de la pe´riodicite´ temporelle et au final un e´coulement chaotique. Faisons l’hypothe`se
d’une invariance de la solution dans la direction y.
Introduisons la fonction de courant ψ, dont le gradient orthogonal constitue les com-
posantes de la vitesse u. Introduisons e´galement θ, la de´viation au profil statique verticale
de tempe´rature de´finie comme suit θ = T − Ts.
Admettons, pour l’instant, que les e´quations adimensionne´es re´gissant le phe´nome`ne
s’e´crivent
∂∆ψ
∂t
− [ψ,∆ψ] = ∆2ψ − Ra∂θ
∂x
, (1.10)
∂θ
∂t
− [ψ, θ] = Pr−1
(
∂ψ
∂x
+∆θ
)
, (1.11)
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ou` [a, b] ≡ ∂a/∂x ∂b/∂z−∂a/∂z ∂b/∂x et le nombre de Prandtl Pr est e´gal ν/κ. Ce syste`me
sera obtenu plus en de´tail dans le chapitre 2 pour le cas de convection dans une sphe`re en
rotation. Notons que l’e´quation (1.10) pour la fonction de courant a e´te´ obtenue en prenant
le rotationnel de l’e´quation de la vitesse. Les e´quations (1.10) et (1.11) sont comple´te´es
de conditions aux limites de contraintes horizontales libres pour la vitesse ainsi que d’une
condition de non pe´ne´tration aux parois. La perturbation de tempe´rature θ est impose´e
nulle aux deux bords. Supposons que ψ et θ soient pe´riodiques dans la direction horizontale
x, ceci nous permet d’exprimer ces deux variables en terme de modes de se´rie de Fourier.
Nous ne garderons qu’un mode de cette se´rie pour ψ et deux pour θ. Cette de´marche n’est
e´videmment rigoureusement valable que tre`s pre`s du seuil. Au seuil, un seul mode va eˆtre
marginal (celui correspondant a` X) et les deux autres seront amortis (ceux correspondant
a` Y et Z).
Ecrivons ψ et θ sous la forme
ψ =
(π2 + k2)
√
2
πk
X sin(kx) sin(πz), (1.12)
θ =
Rac
πRa
[
√
2Y cos(kx) sin(πz)− Z sin(2πz)], (1.13)
ou` k est le nombre d’onde de la solution dans la direction x et Rac = (π
2 + k2)3/k2. Il
est implicitement suppose´ que le mode le plus instable dans la direction z est le mode de
nombre d’onde π (mode 1). Reportons ces deux expressions dans les e´quations (1.10) et
(1.11), nous obtenons un syste`me adimensionne´ de trois e´quations diffe´rentielles ordinaires
couple´es pour les variables X, Y et Z
dX
dt
= −PrX + PrY,
dY
dt
= −XZ +RX − Y, (1.14)
dZ
dt
= XY − bZ,
ou` le temps est renormalise´ par (π2 + k2), le parame`tre de controˆle est normalise´ par sa
valeur critique R = Ra/Rac et b est lie´ a` l’allongement des cellules de convection par
b = 4π2/(π2 + k2).
Il est a` noter, que pour reproduire le syste`me original de Lorenz ce syste`me d’e´quations
a e´te´ adimensionne´ en utilisant le temps thermique D2/κ alors que les e´quations (1.10)
et (1.11) ont e´te´ adimensionne´es en utilisant le temps visqueux D2/ν (ce qui introduit un
facteur Pr sur l’unite´ de temps). La variable X repre´sente une perturbation de vitesse, Y
la perturbation de tempe´rature et Z l’e´cart a` un gradient vertical line´aire de tempe´rature.
Le syste`me passe, par une bifurcation fourche, d’un seul point fixe stableX0 pour R < 1,
tel que X = Y = Z = 0 a`, pour R > 1, un point fixe X0 instable et deux nouveaux points
fixes stables X1 et X2 tels que X = Y = ±
√
b(R − 1) et Z = R−1, ceux-ci correspondent
a` une convection sous la forme de rouleaux paralle`les.
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On peut montrer que cette bifurcation fourche est super-critique. Il faut pour cela
supposer que pre`s du seuil la dynamique de la convection est tre`s lente (Y relaxe vers sa
valeur d’e´quilibre avec un taux de l’ordre de R − 1 6 1) et que seul Z relaxe rapidement
(taux b) vers une valeur lentement variable XY/b. Il vient alors
(1 + Pr)
Pr
dX
dt
= (R− 1)X −X3/b, (1.15)
qui correspond bien a` la forme normale d’une e´quation super-critique.
Par construction, le mode`le de Lorenz n’est pleinement justifie´ que dans un re´gime de
parame`tres proche du seuil de bifurcation. La de´marche qui consiste a` utiliser un mode`le
faiblement non-line´aire hors de son domaine de validite´ stricte est courante. Lorenz a utilise´
le sien dans des re´gimes de parame`tres tre`s e´loigne´s du seuil, ce qui lui a permis de de´crire
qualitativement les transitions vers le chaos. Bien que nos mode`les soient moins se´ve`rement
tronque´s, nous utiliserons e´galement des mode`les faiblement non-line´aires en dehors de leur
strict domaine de validite´ (le voisinage du seuil) au chapitre 2.
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Chapitre 2
Instabilite´ convective
2.1 Mode´lisation
2.1.1 Syste`me d’e´quations
Dans nos simulations, nous adoptons une ge´ome´trie simplifie´e pour le noyau fluide
terrestre. Celui-ci est en effet approche´ par une coquille sphe´rique (volume compris entre
deux sphe`res concentriques). Ce choix nous ame`ne donc a` ne´gliger les trois points suivants :
- Les frontie`res noyau-manteau (CMB) et noyau interne-noyau externe (ICB) sont le´ge`rement
elliptiques, l’ellipticite´ de la CMB est d’environ 2.67 · 10−3 [71] et est plus faible pour
l’ICB.
- Ces deux frontie`res comportent des irre´gularite´s de petites e´chelles [31].
- l’ICB se de´place en rayon a` cause de la cristallisation de la graine solide.
Par souci de comparaison avec la the´orie, nos mode`les nume´riques ne prendront en
compte par la suite que la convection thermique comme source d’e´nergie (celle-ci est for-
mellement e´quivalente a` la convection solutale aux valeurs de diffusivite´ pre`s).
Dans nos calculs, le fluide est conside´re´ comme Newtonien et Boussinesq. L’approxi-
mation Boussinesq signifie que le fluide est homoge`ne et incompressible sauf pour la force
d’Archime`de ou` sa compressibilite´ est prise en compte au premier ordre. D’apre`s le mode`le
PREM la compressibilite´ du me´lange dans le noyau externe est d’environ 20%. Cette hy-
pothe`se d’incompressibilite´ est une hypothe`se forte puisqu’elle nous ame`ne a` ne pas prendre
en compte les variations de la densite´ avec la tempe´rature et exclue le gradient thermique
adiabatique pre´sent dans le noyau fluide terrestre. Pour un fluide compressible si une par-
ticule fluide est moins dense que son environnement, elle va monter (direction radiale) vers
des pressions plus faibles donc se dilater et se refroidir. Au contraire si une particule fluide
est plus lourde, elle va descendre donc se contracter et s’e´chauffer. Il existe donc un gra-
dient thermique tel que lorsqu’on de´place une particule fluide sans e´change de chaleur elle
reste en e´quilibre avec son environnement. Ce gradient s’appelle le gradient adiabatique, il
est de´fini comme
21
22 CHAPITRE 2. INSTABILITE´ CONVECTIVE
∂T
∂r
=
gαT
cp
, (2.1)
ou` α est le coefficient d’expansion thermique, cp la chaleur spe´cifique a` pression constante
et g la constante de gravite´.
La premie`re e´quation que nous e´tudions est celle de la conservation de la masse. Le
fluide e´tant newtonien et Boussinesq sa masse volumique est donc suppose´e constante en
espace et en temps. L’e´quation de conservation de la masse,
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.2)
se re´duit, sous ces hypothe`ses, a`
∇ · u = 0. (2.3)
Nous allons maintenant e´tudier l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement
ou e´quation de Navier-Stokes. Celle-ci n’est en fait que l’expression de la deuxie`me loi de
Newton ou` la variation de quantite´ de mouvement est e´gale a` la somme des forces surfa-
ciques et volumiques. Elle fait intervenir l’ope´rateur de de´rive´e totale ou de´rive´e particulaire
dont l’expression est
D
Dt
=
∂
∂t
+ (u · ∇). (2.4)
Le dernier terme est appele´ terme advectif. L’e´quation de Navier-Stokes s’e´crit alors
ρ
Dui
Dt
=
∂σij
∂xj
+ fi, (2.5)
ou` σij est le tenseur des contraintes et fi correspond aux forces volumiques qui s’exercent
sur le fluide. Le tenseur des contraintes pour un fluide newtonien a pour expression
σij = −Pδij + µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
∂uk
∂xk
δij
)
+ λ
∂uk
∂xk
δij , (2.6)
ou` P est la pression, µ est le coefficient de viscosite´ dynamique et λ la seconde viscosite´.
L’e´coulement e´tant a` divergence nulle dans notre cas, on peut simplifier cette expression
en
σij = −Pδij + µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
. (2.7)
Injectons maintenant cette expression dans l’e´quation (2.5), il vient l’expression suivante
ρ
(
∂u
∂t
+ (u · ∇)u
)
= −∇P + µ∆u+ F. (2.8)
Dans notre cas la divergence de la vitesse est nulle, ce qui signifie que la pression est une
quantite´ asservie qui s’adapte pour satisfaire cette contrainte. On pourra donc par la suite
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inte´grer au gradient de pression tous les termes de gradient. L’e´quation pour la pression
est obtenue en prenant la divergence de (2.8).
L’e´quation (2.8) est exprime´e dans un re´fe´rentiel galile´en, nous nous inte´ressons ici au
fluide contenu dans une sphe`re en rotation, il est donc plus judicieux d’exprimer cette
e´quation dans un re´fe´rentiel en rotation. Dans le calcul suivant les termes exprime´s dans
le re´fe´rentiel galile´en sont indice´s par « g » et les termes exprime´s dans le re´fe´rentiel en
rotation par « r ». Ω est la vitesse angulaire de rotation du re´fe´rentiel.
∂gug
∂t
=
∂g
∂t
∂gx
∂t
,
=
(
∂r
∂t
+Ω∧
)(
∂r
∂t
+Ω∧
)
x,
=
(
∂r
∂t
+Ω∧
)
(ur +Ω ∧ x),
=
∂rur
∂t
+ 2(Ω ∧ ur) + ∂rΩ
∂t
∧ x +Ω ∧ (Ω ∧ x),
=
∂rur
∂t
+ 2(Ω ∧ ur) + ∂rΩ
∂t
∧ r+Ω ∧ (Ω ∧ r), (2.9)
ou` r est le rayon vecteur du syste`me de coordonne´es sphe´riques (r, θ, ϕ). Faisons l’hypothe`se
que les variations temporelles de Ω (terme de Poincare´) sont ne´gligeables (la rotation est
suppose´e constante). Le terme centrifuge Ω ∧(Ω ∧r) s’e´crit de manie`re e´quivalente comme
Ω ∧ (Ω ∧ s) = Ω ∧ (sΩeϕ) = −sΩ2es = −1
2
∇(Ω2s2), (2.10)
ou` s est le rayon vecteur du syste`me de coordonne´es cylindriques (s, ϕ, z). Sous cette forme
de gradient, le terme centrifuge peut eˆtre inte´gre´ au terme de pression.
Par la suite, toutes nos e´quations seront exprime´es dans le re´fe´rentiel en rotation. Afin
de ne pas en alourdir l’e´criture, l’indice « r » ne sera pas conserve´. L’e´quation (2.8) s’e´crit
maintenant
ρ
(
∂u
∂t
+ (u · ∇)u
)
= −∇P ∗ − 2ρ(Ω ∧ u) + µ∆u+ F, (2.11)
ou` P ∗ est la pression modifie´e par la force centrifuge.
Le terme F dans cette e´quation rassemble les forces volumiques exerce´es sur le fluide,
la pousse´e d’Archime`de et la force de Laplace, qui traduit l’action d’un champ magne´tique
sur un fluide conducteur. Cette dernie`re ne sera introduite que plus tard puisque nous
e´tudierons dans un premier temps un mode`le purement hydrodynamique.
La pousse´e d’Archime`de est le seul terme pour lequel nous allons prendre en compte
les variations spatiales de densite´. Cette force constitue dans nos mode`les le moteur des
mouvements convectifs. La masse volumique line´arise´e a pour expression
ρ = ρ0(1− α(T − Ts)), (2.12)
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ou` Ts est le profil de tempe´rature statique de re´fe´rence (sans convection), nous le de´crirons
plus en de´tail dans la section suivante. On notera par la suite θ = T − Ts.
Le terme d’attraction gravitationnelle a pour expression ρg, il contient le terme ρ0g
qui est le terme principal et le terme −αρ0θg, la pousse´e d’Archime`de qui traduit une
modification locale d’attraction due a` un changement de masse volumique induit par le
chauffage du fluide. On conside`re ici une gravite´ purement radiale telle que g = −g r er.
Ce profil de gravite´ correspond a` une densite´ uniforme de re´fe´rence qui ne´glige les effets de
la variation de masse volumique sur g. Le terme ρ0g est lui aussi inclus dans le terme de
pression.
L’e´quation (2.11) devient donc
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇Π− 2Ω (ez ∧ u) + ν∆u+ αθgr, (2.13)
ou` ν = µ/ρ0 la viscosite´ cine´matique. Par convention le terme de gradient de pression
modifie´e ∇Π regroupera dore´navant tous les termes de gradient.
Conside´rons a` pre´sent l’e´quation de l’e´nergie. Notons e l’e´nergie interne massique du
fluide. Pour un fluide incompressible, on a (Tritton, 1988)
ρ
De
Dt
= −∇ · q+ S, (2.14)
ou` q est le flux de chaleur. Ce flux, d’apre`s la loi de Fourier pour un fluide isotrope, a
pour expression q = −k∇T , ou` k est le coefficient de conductivite´ thermique. S de´signe
un taux de production d’e´nergie, on ne´gligera pour ce terme l’apport d’e´nergie lie´ aux
frottements visqueux. L’approximation de Boussinesq permet de dire que e ne de´pend pas
de la pression et s’e´crit e = CpT .
L’e´quation de la chaleur devient alors :
∂T
∂t
= −(u · ∇)T + κ∆T + S, (2.15)
ou` κ = k/ρCp est la diffusivite´ thermique du fluide et S un terme de source.
Diffe´rents modes de chauffage peuvent eˆtre conside´re´s, le chauffage dit interne (S 6= 0
et conditions aux limites homoge`nes) qui suppose que les sources de chaleur sont uni-
forme´ment re´parties dans le noyau, ou le chauffage dit diffe´rentiel (S = 0 et gradient
impose´ entre les deux frontie`res). On peut aussi envisager de combiner ces modes de chauf-
fage. Nous utiliserons l’un ou l’autre de ces modes de chauffage au cours de notre e´tude
(sans les combiner), en prenant soin de toujours pre´ciser le mode de chauffage retenu.
Nous de´composons la tempe´rature T en une tempe´rature stationnaire Ts inde´pendante
du temps et un terme de fluctuation θ. L’e´quation de la tempe´rature stationnaire s’e´crit
alors
∂Ts
∂t
= κ∆Ts + S = 0⇒ ∆Ts = −S
κ
= −3β˜ , (2.16)
d’ou` avec les conditions aux limites de tempe´rature constante aux frontie`res
Ts = − β˜
2
r2 + T0 . (2.17)
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Avec cette de´composition, l’e´quation (2.15) s’e´crit maintenant
∂θ
∂t
= −(u · ∇)Ts − (u · ∇)θ + κ∆θ . (2.18)
Comme
∇Ts = −β˜r, (2.19)
on a
∂θ
∂t
= β˜u · r− (u · ∇)θ + κ∆θ . (2.20)
Pour simuler les mouvements convectifs d’un fluide Boussinesq en rotation, nous aurons
donc a` re´soudre nume´riquement les e´quations suivantes
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇Π− 2Ω (ez ∧ u) + ν∆u+ αθgr,
∂θ
∂t
+ (u · ∇)θ = β˜u · r+ κ∆θ , (2.21)
∇ · u = 0 .
Ce syste`me est comple´te´ par un jeu de conditions aux limites. Pour la vitesse les calculs
seront effectue´s avec les deux types de conditions aux limites, non-glissement (u = 0) et
contraintes horizontales libres (u · n = 0 et n · ∇(n ∧ u) = 0). Pour la tempe´rature on
impose θ = 0 aux deux bords.
On peut a` pre´sent adimensionner ce syste`me avec re le rayon externe du noyau terrestre
(≃ 3400 km) comme e´chelle externe unique de longueur. Cette e´chelle est en effet adapte´e a`
l’e´tude nume´rique de la sphe`re dans sa globalite´. On utilise r2e/ν, comme e´chelle de temps,
elle correspond a` un temps caracte´ristique base´ sur le temps d’atte´nuation visqueux. On
utilise enfin β˜r2eν/κ comme e´chelle de tempe´rature.
Le syste`me adimensionne´ s’e´crit alors
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇Π− E−1 (ez ∧ u) + ∆u+Ra θ r,
∂θ
∂t
+ (u · ∇)θ = Pr−1(u · r+∆θ), (2.22)
∇ · u = 0.
Nous avons introduit trois nombres sans dimension base´s sur les e´chelles caracte´ristiques
pre´ce´demment de´finies
E =
ν
2Ωr2e
, Ra =
αβ˜gr6e
νκ
, Pr =
ν
κ
. (2.23)
Le nombre d’Ekman E mesure le rapport entre le terme visqueux et le terme de Coriolis,
ou de manie`re e´quivalente le rapport du temps caracte´ristique de rotation sur le temps
caracte´ristique d’atte´nuation visqueux. Le nombre de Rayleigh Ra qui mesure l’importance
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du forc¸age thermique. Il caracte´rise le rapport entre le terme qui favorise le mouvement,
la pousse´e d’Archime`de, et ceux qui s’y opposent, les termes de diffusion visqueuse et
thermique. Le nombre de Prandtl Pr mesure le rapport entre le terme de diffusion visqueuse
et celui de diffusion thermique, il peut aussi eˆtre interpre´te´ comme le quotient du temps
caracte´ristique de diffusion thermique sur le temps caracte´ristique de diffusion visqueuse.
2.1.2 Ge´ostrophie et mode`le quasi-ge´ostrophique
Conside´rons pour l’instant la premie`re e´quation du syste`me (2.22) sans le terme de
forc¸age thermique, on a
∂u
∂t
= −(u · ∇)u−∇Π+∆u− E−1(ez ∧ u) . (2.24)
On sait que pour le noyau terrestre Ω ≃ 7.3 · 10−5 rad/s, avec re ≃ 3.5 · 106 m et
ν ≈ 10−6m2.s−1 (Stacey, 1992) on obtient un nombre d’Ekman E ≈ 10−15.
Pour un nombre d’Ekman aussi petit, on peut, en premie`re approximation, ne´gliger
tous les termes devant le terme de Coriolis, sauf bien suˆr le gradient de pression qui lui est
asservi afin de garantir ∇ · u = 0.
On obtient l’e´quation dite de l’e´quilibre ge´ostrophique
E−1(ez ∧ u) = −∇Π . (2.25)
En prenant le rotationnel de cette e´quation, on obtient
(ez · ∇)u = 0 ⇒ ∂u
∂z
= 0 . (2.26)
Cette contrainte constitue le the´ore`me de Proudman-Taylor : dans un e´coulement
ge´ostrophique la vitesse est invariante selon la direction de l’axe de rotation z. Plac¸ons
nous en coordonne´es cylindriques (s, ϕ, z), un e´coulement ge´ostrophique dans une sphe`re
aura ne´cessairement us et uz nulles pour satisfaire ∇ · u = 0 et la non-pe´ne´tration aux
bords.
Prenons l’exemple d’un us non nul, e´tant invariant selon z, us sera aussi non nul a` la
frontie`re infe´rieure et supe´rieure. La non-pe´ne´tration a` la paroi externe impliquera alors
une vitesse verticale non nulle et oppose´e pour ces deux frontie`res. L’invariance selon z ne
sera ainsi plus ve´rifie´e pour uz.
Les seuls mouvements respectant le the´ore`me sont donc ceux pour lesquels seule uϕ
est non nulle (mouvements angulaires ou zonaux), uϕ ne de´pend e´videmment pas de z et
ne peut pas non plus de´pendre de ϕ pour satisfaire la contrainte de divergence nulle, on
a donc u = uϕ(s)eϕ. Le mouvement s’organise en cylindres concentriques, inclus dans la
sphe`re et coaxiaux avec l’axe de rotation de la sphe`re, appele´s contours ge´ostrophiques (cf
fig.2.1).
Si maintenant on re´introduit le forc¸age thermique, on note d’emble´e que les mouvements
convectifs ne vont pas pouvoir respecter cette contrainte. En effet des mouvements pure-
ment zonaux ne permettent pas au fluide le transport radial de la tempe´rature. Pour autant
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Fig. 2.1: Les contours ge´ostrophiques dans le cas d’une sphe`re parfaite correspondent a` des
cylindres co-axiaux avec l’axe de rotation du syste`me.
la ge´ome´trie de l’e´coulement restera fortement influence´e par la rotation, nous resterons
donc pour la suite de notre e´tude en coordonne´es cylindriques (s, ϕ, z).
Bien que le mouvement obtenu ne soit plus exactement ge´ostrophique, les expe´riences
(Carrigan et Busse, 1983 ; Cardin et Olson, 1994) ont montre´ que la quasi-invariance selon
z des mouvements convectifs est une caracte´ristique robuste de l’e´coulement a` bas nombre
d’Ekman. Cependant les mouvements verticaux ne peuvent pas eˆtre z-invariant. Nous avons
donc utilise´ un mode`le a` deux dimensions dit mode`le quasige´ostrophique (QG) ou` seuls
les mouvements horizontaux sont invariant selon z mais pas les mouvements verticaux, ce
mode`le, dit quasi-ge´ostrophique sphe´rique fut introduit pour ce proble`me par Busse (1970).
Cette hypothe`se implique, pour satisfaire a` un divergence nulle, une vitesse verticale line´aire
en z.
Nous supposons que les mouvements verticaux ont une variation a` l’e´chelle de la sphe`re,
et nous allons donc par la suite ne´gliger les gradients verticaux devant les gradients hori-
zontaux ( ∂
∂z
≪ ∂
∂s
, ∂
∂ϕ
). L’e´quation de conservation de la matie`re devient donc
∇H · u ≃ 0 . (2.27)
ou` l’indice H de´signe les composantes horizontales.
En coordonne´es cylindriques le syste`me (2.22) s’e´crit
∂u
∂t
+ (u · ∇)u = −∇Π− E−1 (ez ∧ u) + ∆u+Raθ(ses + zez),
∂θ
∂t
+ (u · ∇)θ = Pr−1(sus + zuz +∆θ), (2.28)
∇ · u = 0.
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Prenons maintenant le rotationnel de la premie`re e´quation de ce syste`me, afin d’e´liminer
le gradient de pression. Il en re´sulte l’e´quation de la vorticite´. Nous ne nous inte´ressons
qu’a` ω, la composante selon z de cette e´quation (ω = (∇ ∧ u) · ez), puisqu’elle ne met en
jeu que les composantes horizontales de la vitesse, cette e´quation s’e´crit
∂ω
∂t
+ (u · ∇)ω = ∆ω + (E−1 − ω)∂uz
∂z
− Ra ∂θ
∂ϕ
. (2.29)
Le deuxie`me terme du membre de droite de cette e´quation peut eˆtre simplifie´. Il com-
porte en effet un terme en E−1, qui est tre`s grand puisque nous allons nous inte´resser a`
la limite des petits nombres d’Ekman, et un terme en ω, qui a` priori est d’ordre un. Ce
dernier terme est donc ne´gligeable devant le terme pre´ce´dent.
En moyennant ensuite en z l’e´quation (2.29) a` l’aide de < >z=
1
2H
∫
H
−H
dz, ou` H est la
demi hauteur d’une colonne de fluide, il vient
∂ω¯
∂t
+ (u · ∇)ω¯ = ∆ω¯ + E
−1
2H
[uz]
H
−H − Ra
∂θ¯
∂ϕ
. (2.30)
De plus, nous avons ω¯ = ω car ω, la composante selon z de la vorticite´, est inde´pendante
de z d’apre`s l’hypothe`se quasige´ostrophique.
Le terme en E−1, qui correspond a` l’injection ou au pompage de fluide aux extre´mite´s
infe´rieure et supe´rieure d’une colonne fluide, agit comme une source ou un puit de vorti-
cite´. La vitesse verticale uz a une double origine. La premie`re est due a` la conversion des
mouvements radiaux en mouvements verticaux, du fait de la condition de non pe´ne´tration
a` la sphe`re externe.
Cette condition de non pe´ne´tration aux parois implique en effet
u · nsup = uscosλ+ uzsinλ = 0⇒ uzsup = −ussup
s
H
= −ussup
s√
1− s2 ,
u · ninf = uscosλ− uzsinλ = 0⇒ uzinf = usinf
s
H
= usinf
s√
1− s2 ,
ou` λ correspond a` la latitude a` laquelle une colonne de fluide, de demi hauteur H et situe´e
au rayon s, touche la sphe`re externe. La normale supe´rieure (infe´rieure) a` la sphe`re externe
est de´signe´e par nsup (respectivement ninf).
La deuxie`me est due au pompage induit par la couche d’Ekman (voir la section suivante
pour une de´finition). La vitesse verticale vp induite loin du bord par ce pompage a pour
expression (Greenspan, 1968)
vp = −1
2
E
1
2ez · ∇ ∧
(
n ∧ u+ u√|n · ez|
)
ez . (2.31)
On extrait de cette formule l’expression de uzsup induite par le pompage
uzsup = (vp · ez)(H) = −
1
2
E1/2√|n · ez|ω. (2.32)
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Le pompage induit a` l’extre´mite´ infe´rieure produit une vitesse uzinf oppose´e.
Nous allons par la suite ne´gliger ce terme de pompage devant le terme de viscosite´ dans
l’e´quation de ψ. En effet le terme de pompage est en E−
1
2 et pour que ce terme devienne
du meˆme ordre que le terme viscosite´, E−
1
2ω ∼ ∆ω, il faut que l’e´chelle caracte´ristique l de
variation de ω ve´rifie l ∼ E 14 . Or comme nous le verrons dans la section 2.2, la convection
a pour e´chelle caracte´ristique E
1
3 , a` cette e´chelle plus petite la viscosite´ est dominante.
L’e´quation (2.30) s’e´crit donc
∂ω
∂t
+ (u · ∇)ω = ∆ω −E−1 s
1− s2us − Ra
∂θ¯
∂ϕ
. (2.33)
La deuxie`me e´quation du syste`me (2.22) (e´quation de la chaleur) est elle aussi moyenne´e
en z avec <>z
∂θ¯
∂t
= −(u · ∇)θ + Pr−1(sus +∆θ¯) . (2.34)
Le terme zuz est quant a` lui ne´glige´ puisqu’il implique une vitesse verticale.
Notons que la ge´ome´trie de notre domaine a e´te´ modifie´e lors de cette inte´gration. Le
roˆle de la graine est ainsi e´tendu sur l’ensemble du cylindre tangent. Il en re´sulte un domaine
d’inte´gration a` deux dimension qui n’est plus simplement connexe. Nous ne´gligeons donc
tous les phe´nome`nes convectifs a` l’inte´rieur du cylindre tangent. Ceci est raisonnable pour la
convection pre`s du seuil. En effet, Roberts (1965) a calcule´ le seuil pour ce mode convectif,
ce seuil est bien plus e´leve´ que celui que nous allons e´tudier (en terme de nombre de
Rayleigh).
D’apre`s l’hypothe`se quasi-ge´ostrophique on a un champ de vitesse u qui dans le plan
(s, ϕ) est a` divergence horizontale nulle. Celui-ci peut donc eˆtre exprime´ en terme de
fonction de courant ψ comme suit
us =
1
s
∂ψ
∂ϕ
et uϕ = −∂ψ
∂s
, d’ou` ω = −∆ψ + (∇∧ u0eϕ) · ez , (2.35)
ou` u0 est le mouvement zonal moyenne´ en ϕ. La condition de non pe´ne´tration implique
que la vitesse normale soit nulle a` la frontie`re interne et externe, ψ est donc constante a`
la paroi. La fonction de courant e´tant de´finie a` une constante pre`s on peut, dans le cas
d’un domaine simplement connexe, prendre celle-ci comme nulle. Or, notre domaine n’est
pas simplement connexe et ψ ne peut donc pas eˆtre prise comme nulle aux deux frontie`res
sans introduire un mouvement azimutal axisyme´trique (ou vent zonal) arbitraire qui serait
sans origine physique (voir [47]). Pour contourner cette difficulte´, nous avons choisi de
re´soudre se´pare´ment les e´quations des mouvements axisyme´triques et non-axisyme´triques.
Les e´quations sont re´solues en modes de Fourier selon ϕ. Pour tous les modes m 6= 0, ψ
peut effectivement eˆtre prise comme nulle aux deux parois (voir [2] pour une de´marche
similaire).
2.1.3 Couches d’Ekman et pompage
Dans le cas de conditions aux limites de non-glissement la vitesse du fluide doit se
raccorder a` ze´ro a` la paroi. Ceci a pour conse´quence la pre´sence d’une couche limite vis-
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queuse, le fluide e´tant en rotation cette couche limite est ici une couche d’Ekman. Alors
que par de´finition dans notre mode`le la force de Coriolis est dominante dans le coeur de la
coquille sphe´rique, dans la couche d’Ekman c’est un e´quilibre entre la force de Coriolis et
les forces visqueuses qui est re´alise´ (et bien suˆr le gradient de pression). Cette couche limite
est d’e´paisseur E1/2 sauf dans la re´gion proche de l’e´quateur de la sphe`re d’extension E1/5
ou` elle est d’e´paisseur E2/5. La couche d’Ekman est importante pour l’e´coulement dans
son ensemble. En effet, le profil de vitesse horizontale cre´e´ dans la couche (la spirale d’Ek-
man) induit, pour que la conservation de la masse soit assure´e, un e´coulement normale a`
la couche appele´ pompage d’Ekman. Cet e´coulement secondaire cre´e´ par le pompage est
non nul loin de la couche d’Ekman et influe sur la circulation ge´ne´rale du fluide (voir en
annexe pour plus de de´tails sur la couche d’Ekman).
Contrairement aux modes non-axisyme´trique (m 6= 0), le mode axisyme´trique (m=0)
est de grande e´chelle en ϕ, nous allons donc e´tablir l’e´quation des mouvements axisyme´triques
en tenant compte de ce pompage d’Ekman. En prenant la composante ϕ de l’e´quation de
Navier-Stokes du syste`me (2.22), on obtient
∂uϕ
∂t
+ (u · ∇)uϕ = −1
s
∂Π
∂ϕ
−E−1us +∆uϕ. (2.36)
En moyennant ensuite cette e´quation en ϕ et en z (us signifiant par exemple la moyenne
en ϕ de us) il vient
∂uϕ
∂t
+ (u · ∇)uϕ = −E
−1
2H
∫ H
−H
usdz +∆uϕ − uϕ
s2
. (2.37)
Le gradient de pression a disparu identiquement. Le terme de Coriolis est nul a` l’ordre
dominant d’apre`s l’incompressibilite´ et en utilisant la formule de Green (D.33). Pour trou-
ver l’expression du pompage il nous faut donc aller aux ordres supe´rieurs. On part de
l’incompressibilite´ inte´gre´e sur le volume, ce qui d’apre`s le the´ore`me de la divergence nous
donne ∫∫
S
u · dS = 0. (2.38)
Conside´rons S la surface ferme´e forme´e par le cylindre de rayon si (Σ1), le cylindre
concentrique de rayon s (Σ2) et la calotte sphe´rique troue´e fermant au-dessus et en-dessous
l’espace compris entre ces cylindres (Σ3).
On applique le meˆme moyennage que pre´ce´demment∫∫
Σ1
us dS +
∫∫
Σ2
us dS +
∫∫
Σ3
[n · u]H
−H dS = 0 . (2.39)
Le premier terme est nul car us est nulle a` la graine et donc nulle sur tout le cylindre
de rayon si (us est inde´pendante de z). On obtient donc
2πs
∫ H
−H
usdz +
∫∫
Σ3
[n · u]H
−H dS = 0 . (2.40)
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Le terme [n ·u]H
−H traduit l’existence d’une vitesse normale a` la paroi engendre´e par le
pompage d’Ekman. Cette vitesse, pour le couvercle supe´rieur, s’exprime par (Greenspan,
1968)
u(H) · n = −1
2
E
1
2∇e ∧
(
n ∧ u+ u√|n · ez|
)
· n, (2.41)
ou` ∇e n’implique que des de´rive´s horizontales.
En injectant cette expression dans l’e´quation (2.40), il vient
2πs
∫ H
−H
usdz − E 12
∫∫
Σ3
∇e ∧
(
n ∧ u+ u√
|n · ez|
)
dS = 0 . (2.42)
Il nous faut maintenant appliquer le the´ore`me du rotationnel (Stokes) sur le deuxie`me
terme de cette e´galite´. Pour utiliser ce the´ore`me il faut que le contour de la circulation soit
connexe ce qui n’est pas le cas pour la calotte sphe´rique troue´e que nous conside´rons. On
peut cependant e´crire ∫∫
Σ3
=
∫∫
Σtotale
dS −
∫∫
Σtrou
dS , (2.43)
ou` Σtotale, la surface englobant le trou, et Σtrou sont deux surfaces connexes. En posant
comme nulle la vitesse dans le cylindre tangent ce qui annule la contribution du trou, on
obtient ∫∫
Σ3
∇e ∧
(
n ∧ u+ u√|n · ez|
)
=
∮
Γ
(n ∧ u) · eϕ√|n · ez| sdϕ+
∮
Γ
u · eϕ√|n · ez|sdϕ , (2.44)
ou` Γ est le contour de rayon s.
Ce re´sultat n’est valable que pour des conditions aux limites de type non-glissement et
pour des bords au repos dans le re´fe´rentiel conside´re´. Il devra eˆtre adapte´ pour d’autres
configurations (par exemple pour une super rotation de la graine). Le premier terme du
membre de droite de l’e´quation pre´ce´dente contient un produit mixte avec n la normale
contenue dans un plan (s, z) et eϕ, il est donc nul, on obtient l’e´galite´ suivante∫ H
−H
usdz = E
1
2
uϕ√|n · ez| . (2.45)
Le syste`me d’e´quations a` re´soudre est le syste`me quasi-ge´ostrophique(
∂
∂t
−∆
)
∆ψ = (u ·∇)ω + E
−1
1− s2
∂ψ
∂ϕ
+Ra
∂θ¯
∂ϕ(
∂
∂t
−
(
∆− 1
r2
))
u0 = −
(
(u ·∇)uϕ
)
0
− E
−1/2
2(1− s2)3/4 u0 (2.46)(
∂
∂t
− Pr−1∆
)
θ¯ = −(u ·∇)θ + Pr−1∂ψ
∂ϕ
.
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Dans le cadre de notre mode`le quasi-ge´ostrophique et pour des conditions aux limites
de contraintes libres le terme de pompage sur le vent zonal n’existe pas. En effet, de part
l’hypothe`se quasi-ge´ostrophique le vent zonal est invariant selon z, la contrainte verticale
est donc nulle et son raccordement a` ze´ro aux parois ne cre´e pas de pompage.
Dans le cas de conditions aux limites de non-glissement le pompage sur le vent zonal
sera tout d’abord ne´glige´ puis re´introduit pour e´tudier son effet sur les caracte´ristiques de
l’e´coulement.
2.2 Description the´orique
2.2.1 Onde de Rossby
Les phe´nome`nes convectifs dans une sphe`re en rotation ne sont pas observe´s lorsque
la quantite´ de chaleur apporte´e au fluide n’est pas suffisante, c’est-a`-dire pour de faibles
valeurs du nombre de Rayleigh. En effet, pour un chauffage trop faible le fluide est capable
d’e´vacuer la chaleur qui lui est fournie par diffusion thermique. Une instabilite´ convective
apparaˆıt lorsque le transport de chaleur par diffusion seule n’est plus suffisant. Ceci se
produit lorsque la chaleur apporte´e au syste`me de´passe un certain seuil, ce seuil correspond
a` une valeur du nombre de Rayleigh, appele´e nombre de Rayleigh critique et souvent note´
Rac.
Cette instabilite´ convective ne peut apparaˆıtre sous la forme de cylindres ge´ostrophiques,
car ceux-ci ne permettent pas au fluide d’e´vacuer son e´nergie. La convection a donc besoin
pour s’installer de briser cet l’e´quilibre ge´ostrophique. Elle apparaˆıt sous la forme d’un
collier de colonnes co-axial avec l’axe de rotation de la coquille sphe´rique (cf fig.2.2). Ce
collier est en fait une onde, dite onde de Rossby thermique, qui se de´place dans le sens de
la rotation solide du fluide, mais plus vite que celui-ci.
Les ondes de Rossby ont pour origine l’inclinaison des bords de la sphe`re. L’effet sta-
bilisateur de la rotation s’e´quilibre avec l’effet de´stabilisateur de la pousse´e d’Archime`de.
C’est d’ailleurs elle qui est responsable de la pe´rennite´ de ces ondes qui, sans cela, seraient
amorties par frottement visqueux, c’est pourquoi on parle dans ce cas d’ondes de Rossby
thermiques.
La localisation des colonnes au rayon critique est le re´sultat de la compe´tition entre deux
effets contraires. Le gradient thermique d’une part, qui dans le cas de chauffage interne
que nous conside´rons ici est plus fort a` grand rayon cylindrique (voir e´quation (2.19)) et
la contrainte ge´ostrophique d’autre part, qui est plus faible pre`s de l’axe de rotation car
la pente de la sphe`re y est plus petite. Dans le cas de chauffage diffe´rentiel le gradient
thermique est plus fort pre`s de l’axe et la convection se de´veloppe toujours le long du
cylindre tangent [27].
Ces colonnes vont par paire de colonnes contra-rotatives, le mouvement effectif d’une
particule fluide sera donc au premier ordre un va et vient dans la direction radiale lie´ aux
passages successifs des colonnes tournant dans un sens puis dans l’autre.
Le principe de l’onde de Rossby peut eˆtre de´crit de manie`re assez simple. Conside´rons
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Fig. 2.2: Instantane´ des colonnes de convection au seuil. Ces colonnes de´rivent rapidement
dans le sens prograde (Busse, 1970).
un repe`re local carte´sien dans le plan e´quatorial (voir figure 2.3). Partant d’un e´tat de
fluide au repos, une particule fluide B (donc une colonne de fluide dans le plan normal a`
la figure, cf Proudman-Taylor) qui, de´stabilise´e par une perturbation, se de´place vers une
zone moins profonde (en s’e´loignant de l’axe), par conservation de la masse va s’e´largir
et par conservation du moment cine´tique (qui n’est pas nul car le repe`re est en rotation)
va tourner dans le sens inverse de la rotation de la sphe`re. Cela va donc localement cre´er
un anticyclone (fig.2.3.1). Cette diffe´rence de vitesse de rotation aura tendance a` de´placer
A vers une zone de fluide moins profond et donc A va tourner moins vite, et C vers une
zone de fluide plus profond, C va donc tourner plus vite. L’action conjointe de A et C va
ramener B vers son point de de´part (fig.2.3.2). Le syste`me e´tant pe´riodique C est ramene´
a` l’e´quilibre par A (fig.2.3.3). La perturbation qui e´tait en B s’est de´place´e en A, on a bien
propagation de la perturbation dans le sens prograde. La pe´riode, temporelle et spatiale, de
ces ondes va diminuer avec l’augmentation de la vitesse de rotation car la force de rappel
sera plus importante.
2.2.2 Etudes analytiques
L’e´tude analytique locale au seuil (en chauffage uniforme), re´alise´e dans la limite asymp-
totique des petits nombres d’Ekman, a e´te´ mene´e par Roberts (1968) et corrige´e par Busse
(1970). Roberts supposait en effet que le mode le plus instable au seuil de convection
posse´dait une composante axiale de vitesse syme´trique par rapport a` l’e´quateur, Busse a
corrige´ cette hypothe`se en prenant une composante axiale antisyme´trique.
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Fig. 2.3: Me´canisme de l’onde de Rossby, la direction du fluide peu profond indique
l’exte´rieur de la sphe`re (d’apre`s Aubert, 2001).
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Fig. 2.4: Hypothe`se sur la syme´trie de l’e´coulement au seuil. A gauche celle conside´re´e par
Roberts (1968) et a` droite celle, choisie par l’e´coulement, conside´re´e par Busse (1970) et
correspondant au mode le plus instable.
Il s’agit d’un proble`me aux valeurs propres classique. Les conditions conside´re´es par Ro-
berts et Busse, sont quasi-identiques aux noˆtres : une sphe`re en rotation rapide remplie d’un
fluide respectant les approximations de Boussinesq, un chauffage uniforme, et des condi-
tions aux limites de contraintes libres. L’ajout d’une graine dans notre cas ne change rien
au proble`me car les colonnes ne touchent pas la graine et le rayon critique n’est de´termine´
que par le gradient de tempe´rature et la pente de la sphe`re [27]. La description analytique
de ce proble`me repose sur une de´composition en onde plane du type WKBJ a` partir des
e´quations line´arise´es de la chaleur et de la vorticite´ exprime´es a` l’aide de la fonction de
courant ψ. Elle ne fait pas appel a` l’approximation quasi-ge´ostrophique, contrairement a`
l’e´tude dite en perturbation e´galement conside´re´e par Busse dans la seconde partie de son
article de 1970.
Les auteurs supposent que ψ et θ s’expriment sous forme d’onde plane qui s’e´crit :
ei(ks+mϕ)+σt et obtiennent une e´quation diffe´rentielle en z de la composante z de la vitesse.
A partir de cette e´quation, ils cherchent le plus petit nombre de Rayleigh Rac donnant
une solution marginalement croissante. Ce nombre de Rayleigh est minimise´ en fonction
du rayon s, du nombre d’onde radiale k, du mode m et de la pulsation ω de l’onde.
La valeur propre σ est un nombre complexe dont la partie re´elle τ donne le taux de
croissance de l’instabilite´ et la partie imaginaire ω sa vitesse de phase. Tant que τm (taux de
croissance associe´ au modem) est ne´gatif ∀m, l’e´tat de fluide au repos est stable. S’il existe
un mode mc pour lequel τmc est strictement positif, alors le mode mc est instable et croˆıt
exponentiellement en temps. La stabilite´ marginale correspond a` un taux de croissance
nul :
- τmc < 0 : la perturbation du mode mc de´croˆıt, il est stable,
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- τmc = 0 et τm < 0, ∀m 6= mc : la perturbation du mode mc ne croˆıt, ni ne de´croˆıt, c’est
la stabilite´ marginale,
- τmc > 0 : la perturbation croˆıt, le mode mc est instable.
La pulsation pulsation du mode critique satisfait :
- ωmc = 0 : le mode mc est stationnaire,
- ωmc 6= 0 : le mode mc est oscillant (il se propage).
Dans notre cas, le de´marrage de la convection se fait sous forme d’onde progressive
c’est-a`-dire que pour τc = 0 on a ωmc non nul. La bifurcation associe´e au de´marrage de la
convection est une bifurcation de type Hopf.
Le premier proble`me de cette approche vient du fait que pour minimiser le nombre de
Rayleigh il faut k = 0. Il s’en suit donc une e´chelle radiale infinie. Le second proble`me,
souligne´ par Soward (1977), est que pour le Rayleigh critique trouve´ dans cette e´tude, il
existe un gradient de vitesse de phase ∂ω/∂s non nul qui de´truit la solution. Ce gradient
est duˆ a` la variation de pente en fonction de s. La convection n’est donc pas re´alise´e pour
le nombre de Rayleigh critique obtenu par l’approche locale.
Une seconde e´tude, globale celle-ci, a e´te´ mene´e par Jones et al. (2000), ils ont cherche´
a` minimiser le nombre de Rayleigh sous la contrainte ∂ω/∂s = 0 pour que la solution
soit pe´renne. Cela correspond a` une pulsation uniforme de l’onde, on parle alors de crite`re
global d’instabilite´.
Le nombre de Rayleigh critique ainsi obtenu est supe´rieur a` celui de l’e´tude locale
de Busse et les colonnes sont spiralise´es a` cause de la variation de pente avec le rayon
cylindrique s. Les re´sultats de Jones et al. ont e´te´ confirme´s par confrontations avec les
e´tudes nume´riques [72, 25].
La re´solution des e´quations en z de l’e´tude asymptotique globale donne un profil pour
la composante z de la vitesse proche de la line´arite´ (cf [25] et [2] pour une confrontation des
re´sultats 2D/3D), c’est pourquoi dans nos e´quations nous faisons l’approximation d’un pro-
fil de uz line´aire. Cette approximation va cre´er un de´calage pour les valeurs des parame`tres
critiques obtenues (sc, ωc, mc, Rac). Cependant la difficulte´ associe´e au ∂ω/∂s non nul dans
le cas d’une e´tude locale reste entie`re avec notre mode`le simplifie´ et les re´sultats obtenus,
comme nous allons le voir dans les sections a` venir, donnent un bon accord qualitatif avec
les e´tudes 3D plus comple`tes.
Ces deux e´tudes ont aussi de´termine´ des lois d’e´volution asymptotiques pour les pa-
rame`tres critiques
mc ∝ E−1/3, Rac ∝ E−4/3, ωc ∝ E−2/3. (2.47)
Ces re´sultats vont dans le sens de l’intuition puisque pour des nombres d’Ekman de´croissants,
c’est-a`-dire pour des rotations de plus en plus rapides, le nombre de Rayleigh critique va
croissant. Il faut de plus en plus d’e´nergie pour vaincre la contrainte ge´ostrophique. La
convection viole la contrainte de Proudman-Taylor sur une e´chelle d’autant plus petite que
le nombre d’Ekman est petit.
Pour le mode critique mc ∝ E−1/3 il y a en effet 2mc colonnes. L’extension azimutale de
ces colonnes est donc proportionnelle a` E1/3. L’extension radiale de la zone convective est
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elle en E1/6. Mais la spiralisation des colonnes permet l’apparition d’une deuxie`me e´chelle
imbrique´e en rayon, elle aussi en E1/3 (Jones et al., 2000).
Nous avons ve´rifie´ avec le mode`le QG que ces deux e´chelles radiales (E1/3 pour les
oscillations et E1/6 pour l’enveloppe) sont bien pre´sentes dans nos re´sultats nume´riques au
seuil. A cette e´chelle E1/3, le terme visqueux peut s’e´quilibrer avec la force de Coriolis.
Notons que pour le mode`le QG, le seuil convectif diffe`re un peu de celui du mode`le 3D
complet. Il correspond en fait a` l’e´tude de Yano (1992). Cette e´tude au seuil a e´te´ valide´e
nume´riquement dans le travail de the`se de S. Cole (2004).
2.3 Me´thodes nume´riques
Dans notre programme (dont je suis l’auteur), le syste`me d’e´quation (2.46) est traite´
nume´riquement de la fac¸on suivante. Le terme de de´rive´ temporelle est une diffe´rence
progressive, estime´e en t+ δt/2.
∂u
∂t
≃ 1
δt
u(t+ δt)− 1
δt
u(t).
Le bilaplacien et le terme en E−1 (force de Coriolis) sont eux discre´tise´s en temps sur un
sche´ma de Crank-Nicholson semi-implicite, le terme de pousse´e d’Archime`de et les non-
line´arite´s sont calcule´s selon un sche´ma d’Adams-Bashford explicite d’ordre 2.
Pour un terme f(t) donne´, appliquer le sche´ma de Crank-Nicholson correspond a` une
discre´tisation en temps de la forme :
1
2
f(t+ δt) +
1
2
f(t),
avec δt le pas de temps.
Ce sche´ma pre´sente l’avantage d’eˆtre inconditionnellement stable, c’est pourquoi la
force de Coriolis, qui devient pre´ponde´rante a` bas nombre d’Ekman, a e´te´ traite´e avec ce
sche´ma. Ce traitement est facilement mis en oeuvre dans le cas 2D car ce terme peut eˆtre
facilement inverse´, contrairement au cas 3D ou` les composantes toro¨ıdale et polo¨ıdale sont
couple´es.
Appliquer le sche´ma d’Adams-Bashford a` un terme f(t) donne´ correspond a` une discre´tisation
en temps de la forme
3
2
f(t)− 1
2
f(t− δt) .
Ce sche´ma est conditionnellement stable. La stabilite´ dans nos calculs a e´te´ de´termine´e
de manie`re empirique. Nos calculs ont e´te´ e´ffectue´s dans l’espace spectral, en prenant ψ
sous la forme f(s)e−imϕ.
Nous avons choisi cette technique spectrale pour plusieurs raisons :
- elle est adapte´e a` la pe´riodicite´ du syste`me,
- en re´gime line´aire les modes e´tant de´couple´s, on peut ne travailler qu’avec quelques
modes.
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Fig. 2.5: Pas d’espace de notre grille radiale en fonction de l’indice radiale.
Dans un souci d’optimisation nume´rique, nous avons introduit une grille radiale irre´gulie`re
(pour les re´gimes line´aires et non-line´aires). Celle-ci est a` progression ge´ome´trique, plus
large sur les bords, elle se re´tre´cit vers le centre jusqu’a` une zone de grille re´gulie`re centre´e
sur la convection (voir figure 2.5).
Nous disposons ainsi d’un pas d’espace plus fin sur la zone ou` la convection se de´veloppe.
La grille se faisant plus large dans les parties moins inte´ressantes du domaine d’e´tude. Cette
grille laˆche aux bords n’est pas pe´nalisante dans notre cas, car le pompage d’Ekman est
dans notre cas parame`tre´. Tous les termes ont e´te´ discre´tise´s en espace sur cette grille par
une me´thode de diffe´rences finies.
2.4 Etude nume´rique
2.4.1 Etude line´aire
Pour le proble`me line´aire nous devons re´soudre une version line´arise´e du syste`me (2.46)(
∂
∂t
−∆
)
∆ψ =
E−1
1− s2
∂ψ
∂ϕ
+Ra
∂θ¯
∂ϕ
,(
∂
∂t
− Pr−1∆
)
θ¯ = Pr−1
∂ψ
∂ϕ
. (2.48)
Notons que pour toutes nos simulations (aussi bien line´aires que non-line´aires) le rap-
port entre le rayon interne et le rayon externe a e´te´ fixe´ a` 0.35 pour son inte´reˆt ge´ophysique,
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excepte´ pour l’e´tude de la structure du vent zonal en pre´sence de pompage d’Ekman (voir
la section 2.4.4).
L’e´tude line´aire consiste a` chercher, a` un nombre d’Ekman donne´, la valeur du nombre
de Rayleigh telle que le taux de croissance τ soit nul (stabilite´ marginale). Pour cela on
se rapproche par dichotomie (ponde´re´e des taux de croissance) de ce seuil jusqu’a` ce que
|τ | ≪ 1, puis on line´arise τ comme fonction du nombre de Rayleigh pour de´terminer
pre´cisement la valeur de Rac, connaissant τ(Rac − ǫ1) et τ(Rac + ǫ2) deux valeurs pre`s du
seuil. On sait que le mode critique croˆıt pre`s du seuil comme A = eσt. Pour calculer τ on
utilise la discre´tisation suivante
τ ≃ 1|A(t)|
|A(t)| − |A(t− δt)|
δt
. (2.49)
Tandis que pour ω on emploie
ω ≃ Im
(
1
A(t)
A(t)− A(t− δt)
δt
)
. (2.50)
Les re´sultats obtenus par notre e´tude line´aire sont reporte´s dans le tableau (2.1). Nous
avons effectue´ les calculs pour les deux types de conditions aux limites pour la vitesse,
non-glissement et contraintes horizontales libres. On peut constater que les re´sultats sont
tre`s proches dans les deux cas. En effet la convection se de´veloppe au voisinage du centre
de la coquille et est donc peu influence´e au seuil par les conditions aux limites sur la
vitesse en r = ri et r = re (on rappelle qu’il n’y a pas de pompage d’Ekman ici puisque
1/m ≃ E1/3 ≪ E1/4). Ceci ne sera pas vrai pour nos re´sultats non-line´aires car le vent
zonal occupe alors l’ensemble de la coquille et est donc sensible aux conditions aux limites.
Nous avons repre´sente´ sur la figure 2.6 (a` gauche) une coupe radiale du module de
la fonction de courant ψ pour E = 10−5 avec des conditions aux limites de contraintes
horizontales nulles. Le module de ψ nous permet de visualiser l’enveloppe de la convection
tandis que la partie re´elle de ψ (ici en valeur absolue) met en e´vidence la spiralisation des
colonnes de convection.
Lorsque le nombre d’Ekman est suffisamment petit, la convection est assez localise´e
pour ne pas subir l’influence de la graine (pour E = 10−7 et E = 10−8 par exemple). Les
re´sultats line´aires que nous avons obtenu pour de tels nombres d’Ekman sont donc valides
pour une sphe`re pleine.
Nos re´sultats ve´rifient les mises a` l’e´chelle the´oriques qui sont mc ∝ E−1/3, Rac ∝ E−4/3
et ωc ∝ E−2/3. On peut en effet constater (les trois colonnes de droite dans le tableau
(2.1)) que les pre´facteurs de ces lois convergent dans la limite des petits nombres d’Ekman.
Nous avons aussi ve´rifie´ que l’enveloppe de la convection posse`de une extension radiale en
E1/6, en comparant l’enveloppe de la convection pour E = 10−7 et E = 10−8 en fonction
de (s − sc)E1/6 (voir figure 2.6, graphique de droite), ou` sc est le rayon critique auquel
s’e´tablit la convection. Cela montre que nous sommes dans le cadre de l’e´tude globale de
Jones et al.. Le nombre de colonnes, ainsi que le nombre de Rayleigh critique auquel elles
apparaissent, augmentent quand le nombre d’Ekman de´croˆıt. La contrainte ge´ostrophique
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E mc Rac ωc mcE
1/3 RacE
4/3 ωcE
2/3
Non-glissement
10−4 7 6.024 · 105 272.48 0.325 2.80 0.587
10−5 13 1.091 · 107 1179.2 0.280 2.35 0.547
10−6 23 2.206 · 108 4967.8 0.230 2.20 0.497
10−7 56 4.690 · 109 24571 0.260 2.18 0.529
10−8 122 9.958 · 1010 114185 0.263 2.15 0.530
Contraintes horizontales nulles
10−4 7 5.961 · 105 268.50 0.325 2.77 0.578
10−5 12 1.086 · 107 1134.4 0.258 2.34 0.526
10−6 22 2.215 · 108 4856.4 0.220 2.21 0.485
10−7 56 4.690 · 109 24573 0.260 2.18 0.529
10−8 122 9.914 · 1010 113510 0.263 2.14 0.527
Tab. 2.1: Parame`tres critiques au seuil de convection (Pr=1).
est en effet de plus en plus difficile a` vaincre et lorsque la convection y parvient c’est sur
une e´chelle d’autant plus petite que la vitesse de rotation est importante. La vitesse de
phase ωc augmente, elle aussi, pour des nombres d’Ekman de´croissants. D’un point de vue
nume´rique, il nous faut donc diminuer a` la fois le pas d’espace et le pas de temps. Pour des
nombres d’Ekman tre`s faibles (en-dessous de 10−8) cela devient tre`s difficile. En pratique,
malgre´ l’utilisation d’un mode`le 2D, nous avons duˆ limiter notre e´tude a` E > 10−8 en
re´gime line´aire et E > 10−7 en re´gime non-line´aire.
Nous repre´sentons sur la figure 2.7 un instantane´ de la fonction de courant au seuil de
convection, on peut constater que cela correspond qualitativement a` une coupe e´quatoriale
des colonnes de convection de la figure 2.2. Notons e´galement que la convection est bien
plus localise´e pour E = 10−7 que pour E = 10−5, comme le pre´dit la mise a` l’e´chelle
the´orique en E1/6.
2.4.2 Etude non-line´aire
Au seuil, un mode devient d’abord marginalement instable, juste au-dessus du seuil il
a un taux de croissance exponentiel positif. Cependant, il est e´vident qu’il doit exister un
me´canisme de saturation, car cette augmentation exponentielle de l’amplitude du mode
instable ne peut durer inde´finiment. Cette saturation est assure´e par les non-line´arite´s (les
termes (u · ∇)u et (u · ∇)θ) qui, en couplant les modes, ame`nent de l’e´nergie sur les
modes de petite e´chelle qui la dissipent par diffusion. Pre`s du seuil, le couplage s’effectue
essentiellement sur le mode 0 (vent zonal) et sur les harmoniques du mode critique mc .
C’est ce qui nous a mene´, comme nous le verrons par la suite, a` de´velopper une approche
faiblement non-line´aire ou` seul le vent zonal et le mode critique ont e´te´ retenus dans nos
calculs nume´riques.
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Fig. 2.6: Coupe radiale du module de la fonction de courant au seuil de convection (nor-
malise´), a` gauche pour E = 10−5 et a` droite pour E = 10−7 (trait plein) et E = 10−8
(trait pointille´). Les conditions aux limites sont de contraintes horizontales libres. Sur le
graphique de gauche, le trait pointille´ indique la valeur absolue de la partie re´elle de ψ.
Fig. 2.7: Isovaleurs de la fonction de courant au seuil de convection pour E = 10−5 (a`
gauche) et E = 10−7 (a` droite). L’augmentation du nombre de colonnes, quand le nombre
d’Ekman diminue, est clairement visible, ainsi que l’existence d’un cylindre critique de
rayon sc.
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Fig. 2.8: Diagramme de bifurcation convective propose´ par Proctor (1994) pour re´concilier
l’e´tude the´orique de Soward (1977) et les re´sultats super-critiques obtenus nume´riquement
par Zhang (1992).
Dans la deuxie`me partie de son article de 1977, Soward, en introduisant les non-
line´arite´s au seuil, a montre´ que, toujours dans la limite des petits nombres d’Ekman,
les couplages non line´aires ge´ne`rent un vent zonal qui corrige la variation radiale de vitesse
de phase (∂ω/∂s) qui e´tait non nulle au nombre de Rayleigh de´termine´ par Busse (e´tude
locale). Ainsi la convection devient re´alisable a` ce nombre de Rayleigh si les non-line´arite´s
sont prises en compte. Ce nombre de Rayleigh critique local e´tant infe´rieur a` celui de l’e´tude
globale (Jones et al., 2000) cela justifie la pre´diction the´orique (Soward, 1977) que la bi-
furcation associe´e au de´marrage de la convection est sous-critique : la convection persiste
lorsque l’on fait de´croˆıtre le parame`tre de controˆle (le nombre de Rayleigh) en-dessous de
sa valeur critique. Contrairement au cas super-critique ou` l’e´nergie tend continuement vers
ze´ro quand on fait de´croˆıtre le parame`tre de controˆle vers sa valeur critique. Evidemment
le raisonnement ci-dessus concerne les solutions faiblement non-line´aires (pre`s du seuil) et
dont l’e´nergie est constante dans le temps. A l’oppose´ de la pre´diction the´orique de Soward
(1977), les mode`les nume´riques n’ont jusqu’ici trouve´ que des bifurcations super-critiques
[72, 25, 16]. Proctor (1994) a propose´ un diagramme de bifurcation pour re´concilier les
re´sultats the´oriques et nume´riques (voir 2.8).
La ge´ome´trie de´termine´e au seuil est peu modifie´e par les non-line´arite´s tant que l’on
est proche du Rayleigh critique. Si on s’e´loigne trop de celui-ci plusieurs modes peuvent
devenir instables et la ge´ome´trie de la solution est largement modifie´e par rapport au cas
line´aire.
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Nous avons, dans un premier temps, re´solu nume´riquement le syste`me suivant(
∂
∂t
−∆
)
∆ψ = (u ·∇)ω + E
−1
1− s2
∂ψ
∂ϕ
+Ra
∂θ¯
∂ϕ
,(
∂
∂t
−
(
∆− 1
r2
))
u0 = −
(
(u ·∇)uϕ
)
0
, (2.51)(
∂
∂t
− Pr−1∆
)
θ¯ = −(u ·∇)θ + Pr−1∂ψ
∂ϕ
, .
Notons que le pompage d’Ekman sur le vent zonal a e´te´ ne´glige´, nous le re´introduirons
plus tard pour e´tudier son effet. Dans nos simulations les non-line´arite´s (u ·∇)ω et (u ·∇)θ
ont e´te´ traite´es de deux manie`res diffe´rentes.
La premie`re me´thode, dite de collocation, consiste a` calculer chaque partie du produit
non-line´aire dans l’espace spectral, puis on transforme la solution dans l’espace physique
par une transforme´e de Fourier rapide (FFT) inverse, on effectue le produit des termes
dans l’espace physique puis on le rame`ne dans l’espace spectral par FFT. La plupart des
termes sont calcule´s dans l’espace spectral cependant il serait complique´ d’y e´valuer les
termes non-line´aires car il faudrait effectuer une convolution. Les termes non-line´aires sont
calcule´s dans l’espace physique sur une grille de calcul comportant un nombre minimum de
points de collocation dans la direction azimutale. Ce nombre est fonction de la troncature
du spectre. Pour un calcul effectue´ jusqu’au mode m les non-line´arite´s vont ge´ne´rer du
2m, il faudra donc 4m points (crite`re de Shannon) pour e´viter les erreurs de repliement
de spectre, ou aliasing. Cependant dans nos simulations, qui sont faiblement non-line´aires,
les derniers modes calcule´s ont peu d’e´nergie. Nous avons donc choisi de nous limiter a`
respecter le minimum de 2m (et non pas 4m) avec une erreur d’aliasing ne´gligeable.
La deuxie`me me´thode, dite de couplage, consiste a` coupler directement dans l’espace
spectral un nombre restreint de mode de Fourier. Dans notre cas nous ne gardons que le
mode critique de´termine´ par l’e´tude line´aire et le mode 0 (vent zonal). Cette me´thode,
valable essentiellement dans le domaine faiblement non-line´aire, pre´sente l’avantage d’eˆtre
moins couˆteuse nume´riquement.
Nous avons effectue´ des calculs non-line´aires pour diffe´rents nombres d’Ekman E =
10−5, E = 10−6 et E = 10−7 pour un nombre de Prandtl Pr = 1. Pour toutes ces valeurs
du nombre d’Ekman nous avons constate´ que la bifurcation associe´e au de´marrage de la
convection est une bifurcation super-critique. Ces re´sultats sont en accord avec les simula-
tions que Zhang (1992) a re´alise´ en 3D pour diffe´rentes valeurs du nombre de Prandtl ainsi
que celles de Dormy (1997) re´alise´es jusqu’a` des nombres d’Ekman de 10−5 pour diffe´rents
modes de chauffage dont celui de chauffage uniforme. Chen et al. ont quant a` eux de´veloppe´
un mode`le 2D, un anneau cylindrique dont les bords supe´rieures et infe´rieures sont para-
boliques, avec diffe´rents rapports d’aspects et sont arrive´s a` la meˆme conclusion.
Comme cela a e´te´ vu plus haut, le premier effet des non-line´arite´s est de saturer l’e´nergie
de la solution. Si on s’e´loigne du seuil de convection en augmentant le forc¸age thermique (et
donc Ra) plusieurs transitions apparaissent ou` l’e´nergie de la solution devient de´pendante
du temps.
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Busse et Grote [36, 14, 35] ont de´crit avec leur mode`le 3D (chauffage uniforme et
condition aux limites de contraintes horizontales libres) la se´rie de transitions qui apparaˆıt
lorsque le nombre de Rayleigh est augmente´ au-dessus du seuil de convection pour un
nombre d’Ekman fixe´, E = 10−4 dans leur cas (cf. figure 2.9). Nous allons comparer leurs
re´sultats aux noˆtres obtenus avec la me´thode de collocation.
La premie`re e´tape de cette se´rie de transition est de´nomme´e « vacillating oscillations »
ou convection vacillante (voir [73] pour un cas 3D, et [57], [1] pour des mode`les 2D cylin-
driques). Elle correspond a` une oscillation sinuso¨ıdale en temps de l’e´nergie cine´tique de la
solution (cf. fig.2.9 premie`re et deuxie`me cartouche). La syme´trie azimutale des cellules de
convection est conserve´e, mais une oscillation de l’enveloppe de la convection se de´veloppe.
Busse [14] a remarque´, en repre´sentant le nombre de Nusselt (rapport du flux de chaleur
avec et sans convection) en fonction du nombre d’Ekman, que le transport de chaleur
augmente par cette bifurcation. Comme pour les autres transitions le syste`me adopte ce
nouveau comportement pour pouvoir mieux e´vacuer l’e´nergie qui lui est fournie.
La figure 2.10 pre´sente les oscillations de l’e´nergie cine´tique obtenues avec notre mode`le
quasi-ge´ostrophique pour un nombre d’Ekman de 10−5 et de Prandtl e´gal a` un. Cette
instabilite´ est observe´e avec les deux types de conditions aux limites. Cependant la valeur
pre´cise du parame`tre de controˆle pour laquelle la transition apparaˆıt de´pend du type de
conditions aux limites choisi (tout comme les parame`tres critiques du tableau 2.1). Les
parame`tres utilise´s pour la figure 2.10 correspondent a` la plus petite valeur du nombre de
Rayleigh pour laquelle une e´nergie de´pendante du temps a e´te´ observe´e. L’e´nergie cine´tique
Ek a e´te´ calcule´e par l’inte´grale sur le domaine de (u2s + u
2
ϕ), la vitesse e´tant exprime´e en
unite´ adimensionne´e ν/ro. Cette e´nergie peut eˆtre se´pare´e en deux e´nergies, celle du vent
zonal, Ek0, qui est l’inte´grale sur le domaine de u¯0 et celle des modes non-axisyme´triques,
Ek ′, qui est l’inte´grale sur le domaine de ((1/s ∂ϕψ)
2 + (∂sψ)
2)
Cette premie`re transition est qualitativement tre`s proche de celle de´crite par Busse et
al. avec leur mode`le 3D. Notons sur la figure 2.10 que le rapport e´nergie du vent zonal
/ e´nergie des modes non-axisyme´triques diffe`re pour les deux types de conditions aux
limites. Dans le cas de contrainte libre le vent zonal n’est pas contraint a` s’annuler aux
bords, son e´nergie est tre`s proche de celle de la somme des modes non-axisyme´triques alors
que dans le cas de non-glissement celle-ci est bien infe´rieure a` celle de la somme des modes
non-axisyme´triques.
Le vent zonal ge´ne´re´ par couplage non-line´aire est prograde a` la frontie`re externe et
re´trograde a` la frontie`re interne (cf fig.2.11 pour un profil obtenu avec ce mode`le quasi-
ge´ostrophique). Ce profil va, dans notre cas comme dans celui de Busse et Grote [36, 14, 35],
cisailler les colonnes de convection et tendre a` se´parer la re´gion convective en un anneau
inte´rieur et exte´rieur au fur et a` mesure que le nombre de Rayleigh va eˆtre augmente´ et
donc que le vent zonal va prendre de l’importance.
La valeur moyenne ainsi que l’amplitude des vacillating oscillations augmentent avec
l’augmentation du nombre de Rayleigh, la pe´riode devenant de moins en moins re´gulie`re,
jusqu’a` l’apparition de la transition suivante.
Comme dans les mode`les 3D de convection [36, 14, 35] (voir figure 2.9, troisie`me et qua-
trie`me cartouches) si l’on augmente a` nouveau le nombre de Rayleigh une nouvelle tran-
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Fig. 2.9: Se´ries temporelles obtenues par Busse et Grote pour la densite´ d’e´nergie
cine´tique toro¨ıdale axisyme´trique (ligne continue en gras), d’e´nergie cine´tique toro¨ıdale
non-axisyme´trique (ligne continue) et du nombre de Nusselt (ligne pointille´e, ordonne´es a`
droite) pour E = 10−4, Pr = 1 et Ra = 2.8 ·105, 3 ·105, 3.5 ·105, 7 ·105 et 12 ·105 (de haut en
bas), soit entre 1.47 et 6.31×Rac. L’e´nergie polo¨ıdale axisyme´trique n’est pas repre´sente´e
car elle est de plusieurs ordres de grandeur infe´rieure aux autres e´nergies. L’e´nergie
polo¨ıdale non-axisyme´trique est elle approximativement 0.4 fois l’e´nergie toro¨ıdale non-
axisyme´trique (E. Grote et F.H. Busse, 2001).
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Fig. 2.10: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−5, Pr = 1,
Ra = 1.4× Rac et conditions aux limites de non glissement (graphique du haut), et Ra =
1.34×Rac et conditions aux limites de contraintes libres (graphique du bas). La somme des
e´nergies des modes non-axisyme´triques est repre´sente´e par une ligne pointille´e, l’e´nergie
du mode m = 0 (vent zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps
visqueux.
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Fig. 2.11: Profil radial du vent zonal obtenu avec le mode`le quasi-ge´ostrophique pour E =
10−5, Pr = 1 et Ra = 1.4× Rac.
sition apparaˆıt, caracte´rise´e par des oscillations chaotiques en temps de l’e´nergie cine´tique
de la solution (voir figure 2.12).
Notons que, relativement a` l’e´nergie des modes non-axisyme´triques, l’e´nergie du vent
zonal a augmente´ (d’autant plus dans le cas de contrainte libre). L’action cisaillante du
vent zonal est devenue si intense que la zone de convection tend a` se concentrer dans une
partie re´duite du domaine, si bien que la syme´trie azimutale de la solution est perdue.
Cette convection localise´e est illustre´e dans la figure 2.13 pour le mode`le 3D de Busse et
Grote [36, 14, 35] (gauche) et pour le noˆtre (droite).
Comme l’ont remarque´ Grote et al. [36] avec leur mode`le 3D, si on augmente encore le
nombre de Rayleigh une nouvelle transition intervient sous la forme d’oscillation de relaxa-
tion de l’e´nergie cine´tique. Alors que la pe´riodicite´ spatiale n’est pas re´tablie on retrouve
une quasi-pe´riodicite´ en temps. Ces oscillations sont dues au cisaillement du vent zonal
[8] qui est devenu si important qu’il de´truit pe´riodiquement les colonnes de convection.
Le me´canisme de ces oscillations est le suivant. Le vent zonal au fur et a` mesure qu’il
est alimente´ par les non-line´arite´s devient de plus en important, paralle`lement les modes
non-axisyme´triques sont de plus en plus cisaille´s et donc de´croissent. Le vent zonal tirant
son e´nergie de ces modes non axisyme´triques finit par ne plus eˆtre alimente´ et de´croˆıt donc
par diffusion visqueuse. Lorsque celui-ci a suffisamment de´cru la convection peut finale-
ment reprendre et alimenter de nouveau le vent zonal. Ce processus se re´pe`te de fac¸on
quasi-pe´riodique.
Nous avons reproduit ces oscillations avec notre mode`le quasi-ge´ostrophique (cf fig.2.14).
La` encore, il existe des diffe´rences entre les deux types de conditions aux limites. Alors que
l’e´nergie de la somme des modes non-axisyme´triques est comparable dans les deux cas,
l’e´nergie du vent zonal est bien plus importante dans le cas contrainte libre. La pe´riode
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Fig. 2.12: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−5, Pr = 1,
Ra = 2 × Rac et conditions aux limites de non glissement (graphique du haut), et Ra =
1.6 × Rac et conditions aux limites de contrainte libre (graphique du bas). La somme des
e´nergies des modes non-axisyme´triques est repre´sente´e par une ligne pointille´e, l’e´nergie
du mode m = 0 (vent zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps
visqueux.
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Fig. 2.13: Isovaleurs de la fonction de courant ψ pour E = 10−4, Pr = 1, Ra = 3.7×Rac
et conditions aux limites de contrainte libre (graphique de gauche, simulation de issue de
Busse (2002) [14]), et E = 10−5, Pr = 1, Ra = 2 × Rac et conditions aux limites de
non-glissement (graphique de droite, issue d’une simulation effectue´e avec notre mode`le
QG). Ces graphiques correspondent au re´gime des oscillations chaotiques, la pe´riodicite´
azimutale est perdue et l’action cisaillante du vent zonal est maintenant assez importante
pour de´truire les colonnes de convection dans la majeure partie de la coquille.
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Fig. 2.14: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−5, Pr = 1,
Ra = 3 × Rac et conditions aux limites de non-glissement (graphique du haut), et Ra =
2.6 × Rac et conditions aux limites de contrainte libre (graphique du bas). La somme des
e´nergies des modes non-axisyme´triques est repre´sente´e par une ligne pointille´e, l’e´nergie
du mode m = 0 (vent zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps
visqueux.
de ces oscillations est aussi affecte´e. En effet, apre`s une brusque croissance de son e´nergie
le vent zonal de´croˆıt par dissipation visqueuse et cette de´croissance est naturellement plus
rapide dans le cas de conditions aux limites de non-glissement (les valeurs e´tant fixe´es
aux deux bords) que dans le cas de contraintes horizontales libres. Nous pouvons de plus
constater que la pe´riode des oscillations est effectivement plus courte dans le premier cas
(cf fig.2.14).
Ces oscillations quasi-pe´riodiques existent pour une large gamme de nombres de Ray-
leigh, mais elles perdent leur re´gularite´ pour des nombres de Rayleigh trop importants.
Chen et al. ont eux aussi e´tudie´, avec un mode`le 2D et des conditions aux limites de
non-glissement, cette se´rie de transition de´ja` obtenue par Busse et Grote [36, 14, 35]. Ils
ont reproduit les deux premie`res transitions sans parvenir a` trouver les oscillations de re-
laxations, ce qui est cohe´rent avec nos calculs pour des re´gimes de parame`tres comparables.
Ils ont aussi remarque´ qu’au dela` du seuil de convection, pour des nombres de Rayleigh de
plus en plus grand, l’e´chelle a` laquelle la convection se de´veloppe a tendance a` croˆıtre. Nous
avons e´galement observe´ cet e´largissement de l’e´chelle spatiale pour un nombre d’Ekman
de 10−4. Cependant il est a` noter que les de´tails de cette se´rie de transition de´pendent de
la valeur du nombre d’Ekman.
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Fig. 2.15: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−5, Pr = 1,
Ra = 1.41×Rac, conditions aux limites de non glissement et couplage de modes. L’e´nergie
du mode critique est repre´sente´e par une ligne pointille´e (ici multiplie´e par 0.4), l’e´nergie
du mode m = 0 (vent zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps
visqueux.
Toujours d’apre`s leurs re´sultats, il semble que la transition de solution d’e´nergie constante
a` vacillating oscillations ne pre´sente pas d’hyste´re´sis.
Re´sultats en couplage de mode
Nous avons aussi reproduit cette se´quence de bifurcation avec la deuxie`me me´thode
de traitement des non-line´arite´s. Cette me´thode moins couˆteuse nume´riquement utilise un
couplage direct des termes non-line´aires dans l’espace spectral. Ce mode`le ne retient que
deux modes de Fourier, le mode 0 (vent zonal) et le mode critique line´aire. Cette de´marche
n’est pleinement justifie´e que dans le re´gime faiblement non-line´aire, c’est a` dire proche
du seuil. C’est comme nous allons le voir, bien le cas dans nos simulations a` bas nombre
d’Ekman.
Les « vacillating oscillations » obtenues avec ce mode`le sont pre´sente´es dans la fi-
gure 2.15. Celles-ci apparaissent pour un nombre de Rayleigh tre`s proche de celui trouve´
pre´ce´demment avec une plus grande re´solution spectrale. Cependant les e´nergies en jeu
dans les deux cas sont assez diffe´rentes, ce qui montre les limitations de cette approche,
qui trop loin du seuil ne peut fournir d’informations quantitatives sur la dynamique de la
convection.
L’action cisaillante du vent zonale est elle aussi pre´sente dans cette approche de couplage
de mode. La figure 2.16 montre que l’action du vent zonal a bien tendance a` se´parer
le domaine de convection en deux parties comme le notait [36], ce qui montre que les
ingre´dients physiques ne´cessaires restent pre´sents.
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Fig. 2.16: Isovaleurs de la fonction de courant ψ pour E = 10−5, Pr = 1, Ra = 1.45×Rac,
conditions aux limites de non-glissement droite et couplage de modes. Les graphiques sont
re´gulie`rement espace´s en temps (de en haut a` droite a` en bas a` gauche). L’intervalle de
temps entre deux graphiques conse´cutifs est de 10−3 unite´ de temps. Ces six graphiques
couvrent une pe´riode entie`re.
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Fig. 2.17: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−5, Pr = 1
et Ra = 2.5 × Rac, avec des conditions aux limites de non-glissement et en utilisant le
couplage de modes. L’e´nergie du mode critique est repre´sente´e par une ligne pointille´e,
l’e´nergie du mode m = 0 (le vent zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle
du temps visqueux.
La convection localise´e ne peut pas eˆtre reproduite avec cette approche car elle re-
quiert plus de modes. Les oscillations de relaxation sont en revanche retrouve´es avec cette
approche simplifie´e (voir fig.2.17), la valeur du nombre de Rayleigh pour laquelle elles
apparaissent est bien entendu diffe´rente de celle obtenue avec la me´thode pre´ce´dente (en
particulier pour les simulations ou` le nombre d’Ekman n’est pas suffisamment faible).
Limite des petits nombres d’Ekman
L’avantage principal du mode`le quasi-ge´ostrophique est de permettre une exploration
plus large de l’espace des parame`tres, le temps de calcul par rapport aux mode`les 3D
est en effet conside´rablement re´duit. Le gain de temps de calcul supple´mentaire duˆ a`
notre approche par couplage de modes nous a permis d’e´tudier, avec ce mode`le, le seuil
d’apparition des solutions dont l’e´nergie de´pend du temps pour des nombres d’Ekman
allant jusqu’a` 10−7. Le nombre de Prandtl est quant a` lui toujours unitaire.
De fac¸on inattendue, nous avons trouve´ que ce seuil se rapproche du seuil de convection
pour des nombres d’Ekman de´croissants. Ceci est valable pour les vacillating oscillations et
les oscillations de relaxations, le seuil d’apparition de ces deux transitions converge vers le
seuil d’apparition de la convection pour des nombres d’Ekman de´croissants. Par exemple,
pour un nombre d’Ekman de E = 10−6 et un nombre de Rayleigh de Ra = 1.5×Rac nous
obtenons des oscillations de relaxations alors que pour E = 10−5 et Ra = 1.5× Rac nous
en sommes encore aux vacillating oscillations. Par conse´quent la fourchette de nombre de
Rayleigh pour laquelle la convection a une e´nergie constante se re´duit jusqu’a` disparaˆıtre
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dans la limite asymptotique des petits nombres d’Ekman.
Les valeurs pour lesquelles les premie`res solutions dont l’e´nergie de´pend du temps sont
obtenues sont pre´sente´es pour les deux types de conditions aux limites (non-glissement et
contrainte libre) dans le tableau 2.2.
Alors que les valeurs reporte´es dans ce tableau correspondent a` la premie`re observation
d’une e´nergie de´pendante du temps (vacillating oscillations), pour la valeur la plus basse du
nombre d’Ekman (E = 10−7) nous avons obtenu directement les oscillations de relaxation,
pour les deux types de conditions aux limites et ce pour une valeur du nombre de Rayleigh
exce´dant le nombre de Rayleigh critique de convection de seulement un pour cent. Nos
re´sultats sont exprime´s en fonction de Ra/Rac, de cette fac¸on ils sont inde´pendants de la
de´finition choisie pour le nombre de Rayleigh.
E 10−5 10−6 10−7
Non-glissement
(Rac2/Rac)− 1 0.41 0.25 0.01
Contraintes horizontales nulles
(Rac2/Rac)− 1 0.44 0.29 0.01
Tab. 2.2: Parame`tres critiques pour l’apparition de solutions dont l’e´nergie de´pend du
temps (solutions obtenues avec la me´thode de couplage de modes).
Dans le graphique de la figure 2.18, nous illustrons le fait que pour un nombre d’Ekman
donne´ (ici 10−7) la pe´riode des oscillations de relaxations de l’e´nergie cine´tique de´croˆıt
lorsqu’on augmente le nombre de Rayleigh. En effet, le taux de croissance de la solution
augmente lorsque le nombre de Rayleigh est augmente´ au dela` de sa valeur critique. La
convection peut donc reprendre, apre`s avoir e´te´ supprime´e par le vent zonal, avant que le
vent zonal ne disparaisse totalement, d’ou` une re´duction de la pe´riode des oscillations de
relaxation (voir fig.2.18).
Le vent zonal est bien moins contraint dans le cas de conditions aux limites de contraintes
libres que dans le cas de conditions aux limites de non-glissement. Il de´croˆıt donc plus len-
tement. A nombre d’Ekman et de Rayleigh fixe´s, la pe´riode des oscillations de relaxations
est donc plus longue dans le cas de condition aux limites de contrainte libre que dans la
cas non-glissement (voir fig.2.18).
Pour les valeurs du nombre d’Ekman e´tudie´es, et bien que celles-ci soient relative-
ment basses, nous n’avons obtenu que des bifurcations super-critiques pour le seuil de la
convection. Soward [58] a propose´ que pour le cas 3D (sans graine, chauffage interne, non-
glissement) les non-line´arite´s devaient ge´ne´rer un vent zonal qui en contrant le proble`me
de me´lange de phase, ou « phase mixing », permettrait a` la solution d’exister en-dessous
du seuil convectif, conduisant ainsi a` une bifurcation convective sous-critique.
Cependant cette e´tude n’a pas pris en compte la possibilite´ d’une solution dont l’e´nergie
de´pendrait du temps juste apre`s le seuil de convection. Nos re´sultats semblent indiquer
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Fig. 2.18: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−7, Pr = 1
et colonne de gauche Ra = 1.01× Rac, colonne de droite Ra = 1.2× Rac. Les conditions
aux limites sont de non-glissement (graphiques du haut), de contrainte libre (graphiques du
bas), et utilise le couplage de modes. La somme des e´nergies des modes non-axisyme´triques
est repre´sente´e par une ligne pointille´e, l’e´nergie du mode m = 0 (le vent zonal) par une
ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps visqueux. Soulignons que la fourchette
de temps repre´sente´e sur les graphiques de la premie`re ligne est diffe´rente de celle des
graphiques de la seconde ligne.
56 CHAPITRE 2. INSTABILITE´ CONVECTIVE
que le vent zonal, s’il prend de l’importance tre`s pre`s du seuil, est en fait trop fort pour
simplement compenser le me´lange de phase ∂ω/∂s, et ainsi permettre une bifurcation
sous-critique. La solution prend la forme d’une oscillation de relaxation de`s le seuil franchi.
Une branche sous-critique a e´te´ trouve´e par Cole (2004) mais celle-ci est instable Morin et
Dormy (2004). Cependant il est a` noter que la non-line´arite´ principale invoque´e par Soward
(1977) est due au vent thermique qui par construction est absent de nos simulations. Ce
vent thermique a pour origine le de´calage, qui existe en 3D, entre les surfaces d’iso-densite´
et celles d’iso-acce´le´ration. Le vent zonal dans nos simulations n’est ge´ne´re´ que par ce qu’on
appelle le tenseur de Reynolds (ou « Reynolds stress »), qui est une non-line´arite´ issue du
couplage entre les deux composantes de vitesse horizontales us et uϕ, elle s’exprime ici par
us∂suϕ ou 1/s ∂ϕψ ∂
2
sψ.
De plus nous avons ne´glige´ le pompage d’Ekman sur le vent zonal dans nos simulations
alors qu’il est pre´sent dans [58]. Nous allons maintenant le re´introduire afin d’e´tudier son
effet.
2.4.3 Effet du pompage d’Ekman sur les bifurcations successives
Nous re´introduisons donc le pompage d’Ekman sur le vent zonal, le syste`me a` re´soudre
nume´riquement est alors
Pr
(
∂θ
∂t
+ (u ·∇)θ
)
= ∆θ +
∂ψ
∂ϕ
,
E
(
∂
∂t
∆ψ − (u ·∇)ω
)
= E∆2ψ +
1
1− s2
∂ψ
∂ϕ
+RaE
∂θ
∂ϕ
, (2.52)
E
(
∂u0
∂t
+ (u ·∇)uϕ|0
)
= E
(
∆− 1
s2
)
u0 − E
1/2
2(1− s2)3/4 u0 .
Notons que pour tous les calculs de cette section et de la suivante nous avons utilise´ la
me´thode de couplage de mode. Le terme de pompage pris en compte nous avons de´termine´
le seuil d’apparition des vacillating oscillations. Pour un nombre d’Ekman de 10−5, elles
interviennent pour Ra = 1.48 × Rac (cf fig.2.19) avec des conditions aux bords de non-
glissement et couplage de modes, ce qui est tre`s proche du seuil trouve´ sans le terme de
pompage d’Ekman sur le vent zonal. De meˆme on peut remarquer que les pe´riodes des
premie`res vacillating oscillations observe´es sont tre`s proches dans ces deux cas.
La figure 2.20 pre´sente les oscillations de relaxation obtenues pour E = 10−7, Pr = 1,
Ra = 1.01×Rac, avec des conditions aux limites de non-glissement et en couplage explicite
de modes. Nous pouvons constater que l’ajout du pompage sur le vent zonal n’a pas
qualitativement change´ nos re´sultats. Le phe´nome`ne des oscillations de relaxation est en
effet toujours pre´sent.
De meˆme, pour des nombres d’Ekman de´croissants le seuil d’apparition de solutions
dont l’e´nergie de´pend du temps se rapproche toujours du seuil de convection. En effet pour
un nombre d’Ekman de E = 10−5 et Pr = 1, les premie`res solutions dont l’e´nergie de´pend
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Fig. 2.19: Oscillations de l’e´nergie cine´tique (convection oscillante) en fonction du temps
pour E = 10−5, Pr = 1, Ra = 1.48 × Rac, avec des conditions aux limites de non-
glissement, et en utilisant le couplage de modes. Ces calculs incluent le pompage d’Ekman
sur le vent zonal. L’e´nergie du mode critique est repre´sente´e par une ligne pointille´e (ici
multiplie´e par 0.1). L’e´nergie du mode m = 0 (le vent zonal) est repre´sente´e par une ligne
continue. L’unite´ de temps est celle du temps visqueux.
du temps sont observe´es pour Ra = 1.48×Rac alors que pour E = 10−7 elles le sont pour
Ra = 1.01× Rac.
Notons, en comparant la figure 2.20 a` la figure 2.18 obtenue pour des parame`tres iden-
tiques et meˆme conditions aux limites, mais sans pompage sur le vent zonal, que la pe´riode
des oscillations de relaxation est bien plus courte dans le cas incluant le pompage d’Ekman.
En effet, le temps de spin-up (temps de mise a` l’e´quilibre d’un fluide apre`s un incre´ment
de la vitesse de rotation) est proportionnel a` E1/2 (Greenspan, 1969, adapte´ a` notre mise
a` l’e´chelle), ce temps est donc bien plus court que le temps diffusif qui est d’ordre unite´
dans notre adimensionnement.
Apre`s la suppression des mouvements non-axisyme´triques par le vent zonal celui-ci
de´croˆıt donc plus rapidement que dans le cas avec diffusion seule et la convection peut
donc reprendre plus rapidement.
En ce qui concerne la nature de la bifurcation associe´e au seuil de convection, l’ajout
du pompage sur le vent zonal n’a pas eu non plus d’incidence. Nous n’avons trouve´ que
des bifurcations super-critiques. L’apparition d’une de´pendance temporelle de l’e´nergie de
la convection tre`s pre`s du seuil de convection semble donc eˆtre une caracte´ristique robuste.
Si l’addition du pompage d’Ekman n’a pas eu d’effet qualitatif sur la nature de la bifur-
cation convective, on peut se demander s’il en est de meˆme de la ge´ome´trie de l’e´coulement.
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Fig. 2.20: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−7, Pr = 1,
Ra = 1.01×Rac, avec des conditions aux limites de non-glissement, en couplage de modes
et en incluant le pompage d’Ekman sur le vent zonal. La somme des e´nergies des modes
non-axisyme´triques est repre´sente´e par une ligne pointille´e, l’e´nergie du mode m = 0 (vent
zonal) par une ligne continue. L’unite´ de temps est celle du temps visqueux.
2.4.4 Effet du pompage d’Ekman sur la structure du vent zonal
Nous allons e´tudier plus en de´tail le roˆle du me´canisme de dissipation sur la structure
de la convection faiblement non-line´aire. Dans notre proble`me, il existe deux processus
dissipatifs : la viscosite´ de volume et le pompage d’Ekman. D’un point de vue formel, ces
deux processus affectent la convection de deux fac¸ons diffe´rentes.
La viscosite´ de volume d’abord, celle-ci n’est significative qu’aux petites e´chelles a`
cause des petites valeurs du nombre d’Ekman utilise´es. L’analyse dimensionnel re´ve`le que
ces e´chelles sont de l’ordre de E1/3 pour la convection au seuil ou pour les couches limites
verticales de Stewartson [60, 52, 10].
Mais la viscosite´ est aussi essentielle pre`s des bords ou` les couches d’Ekman d’une
e´paisseur de l’ordre E1/2 se de´veloppent. Ces couches affectent de fac¸on active l’ensemble
de l’e´coulement a` travers le pompage d’Ekman. Cela entraˆıne un terme de dissipation
supple´mentaire dans l’e´quation du vent zonal. Ce terme affecte de fac¸on e´gale toutes les
e´chelles et son amplitude n’est controˆle´e que par le nombre d’Ekman et l’amplitude de la
vitesse.
Le pompage d’Ekman est donc le processus dissipatif dominant pour les grandes e´chelles
pour lesquelles les effets de la viscosite´ de volume sont de plus en plus faibles a` mesure que
le nombre d’Ekman est diminue´.
Pour l’e´quation de la fonction de courant ψ du syste`me (2.52), nous n’avons garde´ que
la viscosite´ de volume comme processus dissipatif. Ceci peut se justifier par le fait que la
convection se de´veloppe au seuil de convection a` une e´chelle tant radiale qu’azimutale de
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l’ordre de E1/3. A de telles e´chelles le terme de viscosite´ de volume agissant sur la vitesse
non-axisyme´trique est d’ordre E1/3 alors que le pompage d’Ekman est d’ordre E1/2. A de si
petite e´chelle le terme de pompage d’Ekman devient donc asymptotiquement ne´gligeable
en comparaison de la viscosite´ de volume. Notons que le pompage d’Ekman n’entraˆıne
qu’une correction de l’ordre de E1/6 sur les parame`tres critiques au seuil [27].
Pour le vent zonal, nous maintenons les deux termes de dissipation, la viscosite´ de
volume comme le pompage d’Ekman. Afin de de´terminer le roˆle de ces deux processus
dissipatifs, nous allons garder dans l’e´quation du vent zonal soit la viscosite´ de volume soit
le pompage d’Ekman, soit les deux. Le vent zonal est e´videmment de grande e´chelle dans
la direction ϕ, mais son e´chelle dans la direction radiale n’est pas de´termine´e. On ne peut
donc pas exclure un processus dissipatif sur de simples arguments dimensionnels.
Signalons que le rapport d’aspect ri/re est maintenant e´gal a` 0.2. Nous avons e´largi
le volume occupe´ par le fluide afin de laisser davantage de place pour que les bandes se
de´veloppent. Notons que ce rapport d’aspect correspond, par exemple, a` la taille estime´e
du noyau solide a` la fois pour Jupiter et Saturne (voir par exemple [23]).
Conside´rons dans un premier temps les re´sultats obtenus en fixant le nombre d’Ekman,
ici a` E=10−6, et en augmentant le nombre de Rayleigh (de 1.1 a` 5 fois critique). Les re´sultats
correspondant sont indique´s sur la figure 2.21. Notons que pour cette figure, comme pour
les figures suivantes 2.22 et 2.23, les profils radiaux pre´sente´s sont de´pendants du temps,
mais refle`tent de manie`re significative le profil typique.
Lorsque seule la viscosite´ de volume est retenue, le vent zonal adopte pre`s du seuil un
profil radial en forme de “S” (voir le premier graphique de la colonne de gauche) avec 2
bandes tournant en sens contraire. Nous pouvons aussi remarquer que l’augmentation du
nombre de bandes avec le nombre de Rayleigh est faible (de 2 a` 3 bandes). Par contre, si
seul le pompage d’Ekman est retenu comme terme dissipatif, alors le nombre de bandes
est bien plus important et augmente significativement avec le nombre de Rayleigh. Nous
avons ainsi obtenu jusqu’a` 7 bandes pour un nombre de Rayleigh Ra = 5×Rac.
Il est cependant important de s’interroger a` ce stade sur la taille des structures ra-
diales du vent zonal ainsi produites. L’e´quation du vent zonal sans viscosite´ de volume
ne comporte plus de terme pour re´guler l’e´chelle radiale des structures. Celle-ci sera donc
directement calque´e sur celle du terme source, c’est-a`-dire sur celle de ψ. Il vient qu’au
seuil, l’e´chelle radiale du vent zonal sera celle de ψ en E1/3. Ceci rend caduque l’hypothe`se
d’une viscosite´ de volume ne´gligeable dans l’e´quation du vent zonal. A de telles e´chelles,
la viscosite´ de volume est en effet dominante.
Nous avons donc effectue´ d’autres calculs pour lesquels les deux termes dissipatifs (vis-
cosite´ de volume et de pompage d’Ekman) sont retenus dans l’e´quation du vent zonal.
L’ajout de la viscosite´ de volume e´largit de fac¸on e´vidente l’e´chelle radiale des bandes (voir
la colonne de droite de la figure 2.21). La viscosite´ de volume agit en fait pour e´largir les
structures jusqu’a` ce qu’elle soit elle meˆme ne´gligeable devant le pompage d’Ekman.
L’e´chelle de transition, au-dessus de laquelle le pompage d’Ekman domine et en-dessous
de laquelle la viscosite´ de volume domine, peut facilement eˆtre estime´e. En comparant la
viscosite´ de volume a` une e´chelle ℓ estime´e par E ℓ−2 U (ou` U est une mesure de la vitesse du
fluide) au pompage d’Ekman estime´ par E1/2 U , on peut alors estimer l’e´chelle de transition
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Fig. 2.21: Profils radiaux du vent zonal pour E = 10−6, Pr = 1 et de haut en bas Ra =
1.1× Rac, Ra = 2× Rac et Ra = 5× Rac. La colonne de gauche montre les calculs pour
lesquels seule la diffusion a e´te´ conserve´e pour le vent zonal, la colonne du milieu ceux pour
lesquels seul le pompage d’Ekman a e´te´ conserve´ et la colonne de droite ceux pour lesquels
les deux processus dissipatifs ont e´te´ retenus.
a` ℓ ∼ OE1/4.
Pour illustrer la de´pendance de nos re´sultats vis-a`-vis du nombre d’Ekman, nous pre´sentons
maintenant les re´sultats obtenus pour un nombre de Rayleigh de deux fois critique et des
nombres d’Ekman de´croissants de 10−5 a` 10−7. La figure 2.22 montre clairement que pour
un nombre d’Ekman de´croissant le nombre de bandes augmente plus vite dans le cas ou`
seul le pompage d’Ekman est conserve´ que dans le cas ou les deux processus dissipatifs
sont pre´sents. La distinction entre une e´chelle radiale en E1/3 et en E1/4 est cependant
difficile (ces e´chelles ne diffe`rent que d’un coefficient E1/12). Une validation directe des
ces e´chelles a` partir des calculs nume´riques ne´cessiterait des calculs pour des valeurs du
nombres d’Ekman encore plus faibles.
Nous avons pu constater dans les sections pre´ce´dentes que le vent zonal prend un roˆle
de plus en plus important a` proximite´ du seuil de convection lorsque le nombre d’Ekman
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Fig. 2.22: Profils radiaux du vent zonal pour Ra = 2 × Rac, Pr = 1 et de haut en bas
E = 10−5, E = 10−6 et E = 10−7. La colonne de gauche montre les calculs pour lesquels
seule la diffusion a e´te´ conserve´e pour le vent zonal, la colonne du milieu ceux pour lesquels
seul le pompage d’Ekman a e´te´ conserve´ et la colonne de droite ceux pour lesquels les 2
processus dissipatifs ont e´te´ retenus.
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est diminue´. Ceci nous a mene´ a` e´tudier la variation du nombre de bandes dans la structure
radiale pour des nombres de Rayleigh plus proche du seuil et toujours pour des nombres
d’Ekman de´croissants.
Comme le re´ve`le la figure 2.23, le nombre de bandes augmente pour des nombres d’Ek-
man de´croissants et ce meˆme a` proximite´ du seuil (nous sommes ici a` un nombre de Ray-
leigh seulement supe´rieur de 10% au nombre de Rayleigh critique). En raison des nombres
d’Ekman mode´re´s auxquels nos calculs ont e´te´ effectue´s, seuls les re´sultats obtenus en
ne gardant que le terme de pompage d’Ekman sont pre´sente´s sur cette figure. L’effet est
alors plus visible graˆce a` l’e´chelle en E1/3. Le fait, qu’une structure en bande existe pour
un nombre de Rayleigh tre`s proche du seuil convectif, valide notre approche faiblement
non-line´aire.
Les structures en bandes que nous avons obtenues dans nos re´sultats rappellent les
bandes observe´es dans les plane`tes ge´antes (pour visualiser l’aspect de nos profils radiaux
u0(s) a` la surface d’une sphe`re ils peuvent eˆtre convertis en introduisant la latitude λ et
en rappelant que s = re cosλ).
De nombreuses observations de Jupiter et Saturne (par Galileo et Cassini pour les plus
re´centes) ont permis de montrer que ces deux plane`tes posse`dent une atmosphe`re qui au
premier ordre pre´sente des mouvements de convections sous forme de bandes longitudinales
(voir figure 2.24). Des mesures des vitesses zonales ont e´te´ effectue´es (voir par exemple
Porco et al. [49], pour Jupiter). Dans le cas de Jupiter il y a environ neuf bandes par
he´misphe`re, celles-ci ayant des vitesses diffe´rentes, voir oppose´es (figure 2.25).
De nombreuses e´tudes (tant the´oriques que nume´riques) ont tente´ d’expliquer ce phe´nome`ne
des bandes dans les plane`tes ge´antes (voir [64] pour un e´chantillon significatif). Le proble`me
reste mal compris et il est a` noter que des points essentiels, comme la question d’une convec-
tion d’origine profonde ou atmosphe´rique a` l’origine des bandes observe´es, ne sont toujours
pas re´solus [64]. Citons pour l’exemple quelques unes de ses e´tudes.
Busse [11] par exemple, a propose´ que ces bandes soient dues a` plusieurs couronnes de
colonnes convectives, chacune de ces couronnes engendrant un vent zonal sous forme de
cylindres ge´ostrophiques. Ces cylindres concentriques tourneraient a` des vitesses diffe´rentes,
et meˆme dans des sens diffe´rents. L’intersection des cylindres ge´ostrophiques avec une
sphe`re produirait les bandes observe´es.
Re´cemment, Jones et al. [39] ont e´tudie´ le roˆle de la dissipation dans les couches vis-
queuses sur le vent zonal. Ils ont utilise´ un mode`le de convection non-line´aire avec un plan
β. En introduisant l’effet du pompage d’Ekman aux bords des colonnes convectives, ils ont
e´te´ capables d’obtenir un nombre important de bandes (jusqu’a` six dans le plan β).
L’e´tude d’une turbulence de´croissante (pas de forc¸age) par Yano [70] a aussi re´ve´le´ la
pre´sence de bandes. Ce mode`le a obtenu plus de bandes que les pre´ce´dentes e´tudes mais
toujours moins que le nombre de bandes re´ve´le´ par l’observation de Jupiter par exemple.
Les mode`les existants [64, 20, 21, 43] reposent pour la plupart sur une approche tre`s
non-line´aire pour produire une structure en bandes. Bien que la turbulence soit pre´sente
dans les plane`tes ge´antes, celle-ci n’apparaˆıt pas comme un ingre´dient indispensable a` la
compre´hension de la pre´sence de structures en bandes.
Notre mode`le faiblement non-line´aire a montre´ que la pre´sence de pompage d’Ekman
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Fig. 2.23: Profils radiaux du vent zonal pour Ra = 1.1 × Rac, Pr = 1 et de haut en
bas E = 10−5, E = 10−6 et E = 10−7. Seul le pompage d’Ekman a e´te´ conserve´ comme
processus dissipatif pour le vent zonal.
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Fig. 2.24: Images de Jupiter (a´ gauche, NASA image PIA04866) et de Saturne (a` droite,
NASA image PIA01364).
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Fig. 2.25: Vitesses zonales en fonction de la latitude issues des observations de Jupiter et
Saturne. L’he´misphe`re nord est en trait plein, l’he´misphe`re sud en traits pointille´s. D’apre`s
Cho et Polvani [17] et Porco et al. [49].
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est suffisante pour produire des bandes imme´diatement au-dessus du seuil dans la limite
des petits nombres d’Ekman pertinente pour ces objets.
Supposons un instant que la convection sous forme de colonnes soit bien pre´sente dans
les plane`tes ge´antes. En se basant sur des valeurs de viscosite´ turbulente (bien plus grande
que les valeurs mole´culaires) les nombres d’Ekman de Jupiter et de Saturne peuvent eˆtre
respectivement estime´es par 7.7 . 10−10 et 3.5 . 10−9 [59].
De telles valeurs peuvent permettre de discriminer entre une e´chelle de bande de l’ordre
de E1/3, qui suppose que seul le pompage d’Ekman est important, et une e´chelle de bande
de l’ordre de E1/4, qui suppose que la viscosite´ de volume et le pompage d’Ekman sont
importants. Les pre´facteurs de ces deux lois d’e´chelle restent cependant inconnus.
En supposant ces pre´facteurs d’ordre 1, une loi d’e´chelle en E1/3 me`nerait a` un nombre
de bandes de l’ordre de 1000 pour Jupiter et de 600 pour Saturne, alors qu’une loi d’e´chelle
en E1/4 me`nerait a` un nombre de bandes de l’ordre de 180 pour Jupiter et de 130 pour
Saturne. Les nombres de bandes ainsi obtenus restent bien plus grand que ceux observe´s
(de l’ordre de 10 bandes entre des latitudes de 0 et 60 degre´s pour Jupiter).
Un pre´facteur de l’ordre de 0.1 pourrait rendre l’e´chelle en E1/4 compatible avec les
observations. Une largeur de bandes de l’ordre de E1/4 semble bien plus compatible avec
les observations que l’e´chelle plus petite de l’ordre de E1/3. Ceci indique que si le pompage
d’Ekman est important dans la de´termination de l’e´chelle des bandes alors celui-ci devrait
eˆtre comparable avec la viscosite´ de volume.
2.5 Interpre´tation ge´ophysique
Dans la limite des petits nombres d’Ekman, qui est pertinente pour la Terre, nous avons
vu dans ce chapitre que le vent zonal devient important tre`s pre`s du seuil convectif. En
effet, celui-ci devient suffisamment efficace pour cisailler les colonnes de convection et les
de´truire de fac¸on quasi-pe´riodique (oscillations de relaxation). Lorsque l’on augmente le
nombre de Rayleigh pour un nombre d’Ekman fixe´, nous avons vu que cette pe´riode a
tendance a` diminuer et que les oscillations de relaxation perdent leur re´gularite´. Il est donc
inte´ressant de constater que nous avons la` un phe´nome`ne qui supprime la convection de
fac¸on plus ou moins re´gulie`re, avec une pseudo-pe´riode faisant intervenir une fraction du
temps visqueux. Ce temps n’est pas un temps naturel du syste`me (voir tableau 3.1). En
supposant que les oscillations de relaxations existent dans le noyau terrestre, la pe´riode
de ces oscillations pourrait eˆtre relie´e au temps caracte´ristique des inversions de l’ordre
de 100 000 ans (en utilisant une viscosite´ turbulente). Ce rapprochement est cependant a`
mode´rer en signalant qu’il conviendrait d’e´tudier le devenir de ces oscillations de relaxations
pour un mode de chauffage diffe´rentiel (plus re´aliste pour la Terre) et surtout en pre´sence
de champ magne´tique.
Nous avons aussi pu constater au cours de ce chapitre, qu’en pre´sence de pompage
d’Ekman le vent zonal adopte une structure radiale sous forme de bandes tournant a`
des vitesses diffe´rentes et oppose´es. Ces structures devenant de plus en plus marque´es et
apparaissant de plus en plus pre`s du seuil dans la limite des petits nombres d’Ekman. La
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rotation rapide de la Terre ame`ne que le pompage d’Ekman doit eˆtre important dans le
cas de la Terre et donc mener a` une structure en bande du vent zonal. Cependant, comme
pour le raisonnement pre´ce´dent, il convient de s’interroger la pertinence de ces re´sultats en
pre´sence de champ magne´tique qui va re´duire de fac¸on significative le roˆle du vent zonal.
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Chapitre 3
Bifurcation dynamo
Nous avons e´tudie´ dans le chapitre pre´ce´dent la convection dans une sphe`re en rota-
tion rapide a` l’aide d’un mode`le a` deux dimensions. Nous avons pu constater que dans
le cas de chauffage interne, si on s’e´loigne du seuil convectif en augmentant le nombre de
Rayleigh, l’e´coulement peut, a` travers une se´rie de bifurcations, adopter diffe´rents compor-
tements pour lesquels l’e´nergie cine´tique est de´pendante du temps. Ce comportement a e´te´
constate´ aussi bien en 2D avec nos calculs qu’en 3D avec ceux de Busse et Grote (2001)
et est reproduit avec d’autres modes de chauffage. Par exemple avec une tempe´rature im-
pose´e aux deux bords (chauffage diffe´rentiel), on observe aussi une solution dont l’e´nergie
cine´tique de´pend du temps. Nous pre´sentons par exemple sur la figure 3.1 des « vacillating
oscillations » que nous avons obtenues avec un mode`le 3D utilisant ce type de chauffage.
Ce type de comportement a aussi e´te´ observe´ en pre´sence de champ magne´tique.
Ainsi, pour ce meˆme mode de chauffage, mais avec champ magne´tique, J. Wicht (2002) a
e´galement observe´ des oscillations de l’e´nergie magne´tique (voir figure 3.2)
L’addition du champ magne´tique, au cas de la convection dans une sphe`re en rotation
rapide, ajoute une difficulte´ a` un proble`me de´ja` complexe. Nous allons ici e´tudier le cas de
la bifurcation dynamo en cherchant a` caracte´riser la nature de la bifurcation en fonction
des parame`tres. Il est en effet important de bien comprendre la dynamique du syste`me dans
le domaine faiblement non-line´aire, la` ou` elle est la plus accessible, avant de s’attacher a`
comprendre son comportement dans le domaine fortement non-line´aire.
3.1 Mode´lisation
3.1.1 Syste`me d’e´quations
Pour e´tudier la bifurcation dynamo, nous allons utiliser un nouvel adimensionnement,
diffe´rent de celui que nous avons adopte´ dans la partie traitant de la convection et mieux
adapte´ a` ce proble`me. Cet adimensionnement est celui utilise´ par les auteurs du cas test
(ou benchmark) dynamo organise´ par Christensen (2001).
Nous allons adimensionner les e´quations avec la diffe´rence entre le rayon interne et le
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Fig. 3.1: Oscillations de l’e´nergie cine´tique en fonction du temps pour E = 10−3, Pr = 1
et Ra = 2.4×Rac, avec des conditions aux limites de non-glissement. Ce calcul correspond
a` un mode de chauffage diffe´rent de celui utilise´ au chapitre 2 : on utilise ici une diffe´rence
de tempe´rature impose´e aux deux bords.
rayon externe de la sphe`re D = re − ri, comme e´chelle de longueur. L’unite´ de temps
devient donc D2/ν. Notons que pour toutes nos simulations le rapport ri/re est fixe´ a` 0.35
pour son inte´reˆt ge´ophysique.
Dans le chapitre pre´ce´dent nous avons utilise´ le mode de chauffage uniforme. Celui-ci a
e´te´ historiquement adopte´ dans les cas de convection dans une sphe`re pleine (sans graine)
et il nous a permis de comparer nos re´sultats aux diffe´rentes pre´dictions the´oriques. Nous
allons maintenant adopter le mode de chauffage diffe´rentiel pour nos calculs avec champ
magne´tique. Celui-ci est en effet plus re´aliste pour l’e´tude de la ge´odynamo. Par conse´quent
la tempe´rature sera maintenant adimensionne´e par ∆T , l’e´cart de tempe´rature entre l’ICB
et la CMB. Nous utilisons, de plus, un nombre de Rayleigh modifie´ R˜a e´gal a` RaE/Pr.
Nous utiliserons par la suite trois nombres sans dimension
E =
ν
ΩD2
, R˜a =
αg∆TD
νΩ
, P r =
ν
κ
. (3.1)
Pour ne pas surcharger les e´quations, le nombre de Rayleigh modifie´ R˜a sera note´ Ra par
la suite.
Nous allons tout d’abord e´tablir l’e´quation d’e´volution du champ magne´tique B. Les
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Fig. 3.2: Energie magne´tique en fonction du temps pour E = 10−3, Pm = 5 et de haut
en bas Ra = 207.5, Ra = 225, Ra = 260, Ra = 300 et Ra = 400. La partie supe´rieure
(infe´rieure) de chaque couple de graphiques montre les solutions obtenues pour un cas
avec graine conductrice (isolante). Les e´nergies ont e´te´ divise´es par 104. Une se´quence
de bifurcation comparable a` celle du chapitre 2 est ici reproduite dans un re´gime dynamo
(d’apre`s Wicht, 2002).
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e´quations de Maxwell dans la matie`re s’e´crivent
∇ ·D = ρq (Maxwell-Gauss), (3.2)
∇ ·B = 0 (Conservation du flux), (3.3)
∇∧ E = −∂B
∂t
(Maxwell-Faraday), (3.4)
∇∧H = j+ ∂D
∂t
(Maxwell-Ampe`re). (3.5)
L’e´quation de Maxwell-Gauss est une version locale de la conservation du flux d’induc-
tion e´lectrique cre´e´ par une densite´ de charge ρq. La deuxie`me e´quation de ce syste`me,
e´quivalent magne´tique de la premie`re, exprime le fait qu’il n’existe pas de monopole
magne´tique.
La troisie`me e´quation (Maxwell-Faraday) traduit la cre´ation d’induction e´lectrique par
la variation d’induction magne´tique. Tandis que la dernie`re e´quation (Maxwell-Ampe`re)
exprime l’induction de champ magne´tique par un courant.
A ce syste`me s’ajoutent les e´quations constitutives liant H a` B, D a` E et j a` E. Nous
conside´rons un milieu line´aire, homoge`ne et isotrope. De plus, les phe´nome`nes d’aiman-
tation sont ne´glige´s, car la tempe´rature du noyau terrestre est largement supe´rieure a` la
tempe´rature de Curie du fer. On a alors µ = µ0 la perme´abilite´ magne´tique du vide. D’apre`s
ces hypothe`ses nous pouvons e´crire
D = ǫE , (3.6)
B = µ0H , (3.7)
j = σ(E+ u ∧B) . (3.8)
B et H e´tant e´quivalent a` une constante multiplicative pre`s, on parlera indiffe´remment
d’induction magne´tique ou de champ magne´tique.
Les e´chelles caracte´ristiques de vitesse que l’on conside`re e´tant bien plus petites que
celles de la lumie`re nous pouvons ne´gliger le terme ∂D/∂t = 0.
En combinant la loi d’Ampe`re (3.5) et les deux dernie`res e´quations du syste`me ci-dessus
(3.8) et (3.8) on obtient
1
µ0
∇∧B = σ(E+ u ∧B). (3.9)
Prenons le rotationnel de cette e´quation et combinons le re´sultat avec l’e´quation Maxwell-
Faraday, nous obtenons l’e´quation d’e´volution du champ magne´tique ou e´quation d’induc-
tion (sous sa forme adimensionne´e)
∂B
∂t
= ∇∧ (u ∧B) + Pm−1∆B, (3.10)
ou` Pm = ν/η est le nombre de Prandtl magne´tique. Ce nombre traduit l’importance
relative de diffusion visqueuse par rapport a` la diffusion magne´tique (η = 1/(µ0σ)). Le
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champ magne´tique est mis a` l’e´chelle par (ρ0µ0ηΩ)
1/2. L’e´quation de tempe´rature conserve
la meˆme expression d’advection-diffusion que dans le chapitre pre´ce´dent
∂T
∂t
+ (u · ∇)T = Pr−1∆T . (3.11)
Le terme de source S volumique est nul dans ce cas, puisque nous conside`rons le mode de
chauffage diffe´rentiel.
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement s’e´crit ici
E
(
∂u
∂t
+ (u · ∇)u
)
= −∇Π− 2(ez ∧ u) + E∆u+Ra rT . (3.12)
Cependant, nous conside´rons a` pre´sent l’instabilite´ dynamo, le fluide e´tant conducteur et
parcouru par des courants, il va subir une force en pre´sence de champ magne´tique, dite
force de Laplace (ou Lorentz). Celle-ci a pour expression j∧B, ou` j est la densite´ de courant
et B le champ magne´tique.
En utilisant la loi d’Ampe`re (voir e´quations de Maxwell (3.5)) sous la forme j =
1/µ0(∇∧B), on obtient l’expression suivante pour la force de Laplace
1
µ0
(∇∧B) ∧B .
L’e´quation (3.12) devient alors
E
(
∂u
∂t
+ (u · ∇)u
)
= −∇Π− 2(ez ∧ u) + E∆u+Ra rT + 1
Pm
(∇∧B) ∧B . (3.13)
Nous avons donc a` re´soudre le syste`me suivant
E
(
∂u
∂t
+ (u · ∇)u−∆u
)
= −∇Π− 2(ez ∧ u) +Ra rT + 1
Pm
(∇∧B) ∧B,
∂B
∂t
= ∇∧ (u ∧B) + Pm−1∆B,
∂T
∂t
+ (u · ∇)T = Pr−1∆T,
∇ · u = 0 , ∇ ·B = 0 . (3.14)
3.1.2 De´composition Polo¨ıdale-Toro¨ıdale
Nous pouvons remarquer que nos deux champs vectoriels u et B sont a` divergence
nulle. Nous allons tirer partie de cette proprie´te´ en appliquant une de´composition de Mie
ou de´composition «Polo¨ıdale-Toro¨ıdale », celle-ci va nous permettre de gagner un temps de
calcul conside´rable en re´duisant chaque grandeur vectorielle (3 composantes) a` un couple
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de scalaires. Selon cette de´composition toute grandeur vectorielle a` divergence nulle peut
s’e´crire sous la forme
V = ∇∧∇ ∧ (r Vp)︸ ︷︷ ︸
composante polo¨ıdale
+ ∇∧ (r Vt) ,︸ ︷︷ ︸
composante toro¨ıdale
(3.15)
avec r le rayon vecteur (nous sommes maintenant dans un syste`me de coordonne´es sphe´riques
(r,θ,ϕ)).
Cette de´composition s’e´crit plus explicitement avec la formule suivante
V =

1
r
L2(Vp),
∂
∂θ
(
1
r
∂
∂r
(rVp)
)
+
1
sin θ
∂Vt
∂ϕ
,
1
sin θ
∂
∂ϕ
(
1
r
∂
∂r
(rVp)
)
− ∂Vt
∂θ
.
(3.16)
ou` L2 est la partie angulaire du Laplacien,
L2 = − 1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
− 1
sin2 θ
∂2
∂ϕ2
. (3.17)
Cette de´composition peut eˆtre e´tendue a` un champ de vecteur a` divergence non nulle,
c’est par exemple le cas du terme u ∧ B dans l’e´quation d’induction. Pour ce faire un
troisie`me scalaire appele´ sphe´ro¨ıdal est introduit. Il est note´ Vs. Nous obtenons alors
V =

1
r
L2(Vp) ,
∂Vs
∂θ
+
1
sin θ
∂Vt
∂ϕ
,
1
sin θ
∂Vs
∂ϕ
− ∂Vt
∂θ
.
(3.18)
Si la divergence de V est nulle il existe une relation simple entre Vs et Vp
Vs =
1
r
∂
∂r
(rVp), (3.19)
qui rame`ne cette e´criture a` la de´composition pre´ce´demment introduite pour les champs a`
divergence nulle.
3.1.3 Harmoniques sphe´riques
Les calculs s’effectuant dans une sphe`re, il est tout naturel d’adopter une de´composition
en harmoniques sphe´riques, une telle de´composition est l’e´quivalent dans la ge´ome´trie
sphe´rique de la transforme´e de Fourier dans le cas plan.
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Ces fonctions complexes sont de´finies sur la sphe`re par
Y ml (θ, ϕ) = C
m
l P
m
l (cos θ)e
imϕ , (3.20)
ou` l ∈ N est le degre´ et m ≤ l l’ordre du polynoˆme Pml de Legendre associe´, Cml est
une constante de normalisation. Les harmoniques sphe´riques sont les fonctions propres de
l’ope´rateur L2
L2 Y
m
l = −
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Y ml
∂θ
)
− 1
sin2 θ
∂2Y ml
∂ϕ2
= l(l + 1)Y ml . (3.21)
Toute fonction F continue sur la sphe`re s’e´crit sur la base des harmoniques sphe´riques
comme
F (θ, ϕ) =
+∞∑
l=0
l∑
m=0
fml Y
m
l (θ, ϕ) , (3.22)
ou` les coefficients fml sont donne´s par
fml =
∫ pi
−pi
∫ pi
0
Y m
∗
l (θ, ϕ)F (θ, ϕ) sin θ dθ dϕ . (3.23)
Le syste`me (3.14) est comple´te´ de conditions aux limites. Les conditions aux limites
thermiques correspondent a` une tempe´rature impose´e aux deux bords (chauffage diffe´rentiel).
En ce qui concerne la vitesse, nous avons adopte´ des conditions aux limites de non-
glissement aux deux bords. Compte tenu de notre de´composition polo¨ıdale/toro¨ıdale ces
conditions aux limites ont pour expression
up =
∂up
∂r
= ut = 0 . (3.24)
Pour le champ magne´tique, nous avons opte´ pour des conditions aux limites de type
isolant a` la sphe`re interne et externe (respectivement graine et manteau isolant). Ce choix
a e´te´ guide´ par un souci de simplification du proble`me en ne conside´rant que le mode`le le
plus simple physiquement. En effet, dans ce cas il n’y a pas de couple visqueux ni de couple
magne´tique a` conside´rer pour la graine. Ces conditions aux limites isolantes permettent
aussi de comparer nos re´sultats aux e´tudes de Christensen et al. (2001), Kutzner et Chris-
tensen (2002) et de Wicht (2002). Elles pre´sentent de plus l’avantage d’eˆtre facilement
imple´mentables nume´riquement.
Dans l’isolant, les courants e´tant par de´finition nuls, l’e´quation de Maxwell-Ampe`re
nous donne ∇∧B = 0. Le champ B y de´rive donc d’un potentiel Φ, B = −∇Φ, qui ve´rifie
∆Φ = 0 (potentiel harmonique). Le champ magne´tique est continu a` la frontie`re interne et
externe, la composante radiale de ∇∧B l’est aussi, on obtient donc par continuite´
(∇∧B) · er = −1
r
L2Bt = 0 d’ou` Bt = 0 en ri et re . (3.25)
De´terminons maintenant de meˆme les conditions aux bords pour la partie polo¨ıdale du
champ. Bp et sa de´rive´e radiale sont aussi continues a` la frontie`re. On pose Φ = r
α, ce
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qui ame`ne α(α+ 1) = l(l + 1). Afin d’e´viter une divergence en 0 on aura pour la frontie`re
interne α = l, et pour e´viter une divergence a` l’infini on aura pour la frontie`re externe
α = −(l + 1), et la composante radiale du champ Br ve´rifie Br = ∂rΦ et Br = 1/r L2Bp
d’ou` on tire les relations suivantes pour les conditions aux limites pour la composante
polo¨ıdale du champ magne´tique
∂Bp
∂r
= −(l + 1)
r
Bp pour la frontie`re, externe (3.26)
∂Bp
∂r
=
l
r
Bp pour la frontie`re interne. (3.27)
Nous pouvons ici noter un avantage lie´ a` l’utilisation de la de´composition en harmo-
niques sphe´riques qui permet de ne pas avoir a` mode´liser le champ dans l’isolant pour clore
le syste`me.
3.2 Me´thodes nume´riques
Nous avons utilise´ pour nos calculs deux programmes diffe´rents PARODY et MAGIC.
Nous avons de´veloppe´, Emmanuel Dormy, Julien Aubert et moi-meˆme, le programme PA-
RODY a` partir d’un code de E. Dormy, P. Cardin et J. Aubert. Le programme MAGIC a,
quant a` lui e´te´ de´veloppe´ par U. Christensen, J. Wicht et G. Glatzmaier.
Ces deux programmes ont en commun d’utiliser la de´composition en harmoniques
sphe´riques pour toutes les grandeurs ainsi que la de´composition Polo¨ıdale-Toro¨ıdale pour
les champs vectoriels. Ils emploient aussi tous les deux le sche´ma de Crank-Nicholson pour
discre´tiser en temps les termes diffusifs et le sche´ma d’Adams-Bashford pour les termes de
force de Coriolis, pousse´e d’Archime`de et les termes non-line´aires (voir la section 2.3 pour
une de´finition).
Cependant ces deux programmes diffe`rent sur plusieurs points. Ils ne traitent pas les
meˆmes e´quations pour les composantes polo¨ıdales et toro¨ıdales de la vitesse. Dans PA-
RODY, nous prenons au pre´alable le double rotationnel et le rotationnel de l’e´quation
(3.13) afin de supprimer le terme de pression, nous obtenons respectivement l’e´quation
pour la composante polo¨ıdale et la composante toro¨ıdale de la vitesse. Ce n’est pas le cas
dans MAGIC qui doit donc re´soudre une e´quation supple´mentaire pour la pression. De
plus, PARODY utilise les diffe´rences finies pour la discre´tisation radiale alors que MA-
GIC emploie les polynoˆmes de Chebychev. Pour finir, MAGIC posse`de un pas de temps
adaptatif. Ce pas de temps doit satisfaire un crite`re de courant, celui-ci est fonction des
parame`tres et de la valeur des champs. Cette condition garantit que les diffe´rentes ondes
existantes dans le syste`me ne se de´placent pas plus vite que la limite de re´solution permise
par le pas de temps et les parame`tres de grille.
Les deux codes nume´riques utilise´s ont passe´ avec succe`s le benchmark nume´rique initie´
par U. Christensen [19]. Ce benchmark a consiste´ a` tester sur quelques cas simples la
convergence des calculs produits par les programmes de diffe´rentes e´quipes. Le cas 0 de
ce benchmark est un cas purement hydrodynamique avec des conditions aux limites de
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non-glissement pour la vitesse et une tempe´rature impose´e aux deux bords. Le cas un et le
cas deux sont deux cas avec champ magne´tique. Le premier (cas 1) utilise des conditions
aux limites isolantes aux deux bords pour le champ magne´tique et le second (cas 2), plus
complexe puisqu’il faut calculer les couples visqueux et magne´tique sur la graine, utilise
une graine conductrice libre de tourner par rapport a` la frontie`re exte´rieure. Les parame`tres
utilise´s sont les suivants E = 10−3, Ra = 100 (110 pour le cas 2), Pr = 1 et Pm = 5 (ze´ro
pour le cas ze´ro non magne´tique). Ces parame`tres sont fort e´loigne´s de ceux de la Terre,
cependant d’apre`s Christensen (voir la figure 1.2 de l’introduction) le champ produit pour
des parame`tres proches pre´sente des similitudes avec le champ magne´tique terrestre.
En pratique, les parame`tres de ce benchmark ont e´te´ choisis de sorte que les dynamos
obtenues aient en re´gime permanent une e´nergie constante (sans fluctuation). Outre ces
deux cas, nous avons e´tudie´ d’autres conditions aux limites (plus adapte´es a` des dynamos
expe´rimentales). Les re´sultats de cette e´tude sont pre´sente´s dans l’annexe C.
Notons que les e´nergies cine´tique et magne´tique, pre´sente´es dans notre e´tude de la
bifurcation dynamo, sont calcule´es respectivement par les formules
Ecin =
1
2
∫
V
u2 dV et Emag =
1
2EPm
∫
V
B2 dV , (3.28)
ou` V de´signe le volume de la coquille fluide.
3.3 Description the´orique
Rappelons brie`vement le principe de l’effet dynamo. Le fluide est le sie`ge de mouvements
de convection, dus dans notre cas a` un forc¸age thermique. Le fluide e´tant conducteur ces
mouvements vont (en pre´sence d’un champ magne´tique initial) engendrer des courants
qui vont produire un champ magne´tique. Le champ magne´tique va lui meˆme agir sur
l’e´coulement par l’interme´diaire de la force de Laplace, cette re´troaction va interrompre la
croissance du champ magne´tique et saturer sa valeur. Ce processus, dit de dynamo auto-
entretenue, a pour effet de maintenir un champ magne´tique non nul contre la diffusion
ohmique.
La force de Laplace, qui va permettre la saturation de l’e´nergie magne´tique, s’e´crit
(∇∧B)∧B = (B·∇B)−∇(B2/2). Ce dernier terme, en B2 est appele´ pression magne´tique
et peut eˆtre inte´gre´ au gradient de pression. Il n’influence donc pas la dynamique d’un fluide
incompressible. L’autre terme du membre de droite est lui appele´ tension magne´tique et
traduit le fait que les lignes de champ re´sistent a` l’e´tirement duˆ a` la convection. Le champ
seul (sans force de Coriolis) a donc pour effet d’inhiber la convection.
Roberts (1978) a propose´ l’existence de deux re´gimes de saturation du champ magne´tique.
Le premier re´gime de saturation, dit de champ faible, est un re´gime ou` la force de Laplace
va s’e´quilibrer, dans l’e´quation de vitesse, avec le terme de diffusion visqueuse. Le second
re´gime, dit de champ fort, est un re´gime valable dans la limite des tre`s petits nombres d’Ek-
man. Dans ce re´gime la force de Laplace va s’e´quilibrer avec la force de Coriolis, les effets
visqueux ne jouent plus aucun roˆle. Dans le re´gime de champ fort, le champ magne´tique
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Nombre de Rayleigh
Branche à champ faible
Branche à champ fort
Energie magnétique
Fig. 3.3: Diagramme de bifurcation dynamo propose´ par Roberts (1978) pour la li-
mite asymptotique des petits nombres d’Ekman. Partons d’une perturbation de champ
magne´tique. Au-dessus du seuil dynamo, cette pertubation est instable et en augmentant le
nombre de Rayleigh la branche a` champ faible est de´crite a` travers une bifurcation super-
critique. A partir d’un certain nombre de Rayleigh, le syste`me saute brutalement sur la
branche a` champ fort. Une fois sur cette branche a` champ fort, le nombre de Rayleigh peut
eˆtre diminue´ en-dessous du seuil dynamo sans la perdre. Dans ce re´gime de champ fort,
le champ magne´tique est en effet favorable a` la convection, celle-ci y est donc plus efficace
pour maintenir l’action dynamo.
va avoir pour effet de relaxer la contrainte de la force de Coriolis et donc de favoriser la
convection, une fois cette branche de champ fort atteinte, il sera possible de maintenir la
dynamo en-dessous de son seuil (voir figure 3.3).
La dissipation visqueuse n’e´tant pas ne´gligeable dans nos mode`les nume´riques nous ne
sommes pas dans le re´gime asymptotique ou` le re´gime champ fort s’applique.
Pour mieux comprendre la dynamique de nos mode`les, il est utile de rappeler les divers
temps caracte´ristiques qui apparaissent naturellement dans les e´quations qui gouvernent
ce proble`me. Ils sont e´nume´re´s dans le tableau 3.1. Ces temps sont e´value´s ici en unite´ de
temps visqueux.
De´finissons maintenant deux nombres sans dimension, le nombre d’Elsasser et le nombre
de Reynolds magne´tique. Ces nombres sans dimension ne figurent pas dans nos e´quations,
ils ne sont pas fixe´s a` priori, mais sont en fait des parame`tres de sortie de nos mode`les
nume´riques.
Le nombre d’Elsasser caracte´rise le rapport entre la force de Laplace et celle de Coriolis.
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temps symbole formule valeur
visqueux τν D
2/ν 1
rotation τΩ Ω
−1 E
retournement τu D/u 1/Re
thermique τκ D
2/κ Pr
magne´tique τη R
2/η R2/D2 Pm
dipoˆle τd R
2/π2η R2/D2 Pm/π2
Tab. 3.1: Temps caracte´ristiques d’e´volution des diffe´rentes grandeurs du syste`me.
Sous l’hypothe`se d’un e´quilibre statistique entre induction et diffusion, il est de´fini par
Λ =
B2
ρ0µ0ηΩ
. (3.29)
Dans notre adimensionnement le nombre d’Elsasser est mesure´ par ‖B‖2. Nous utilise-
rons la norme L2 (inte´gre´e sur le volume) d’ou`
Λ =
2E PmEmag
V
. (3.30)
Le nombre de Reynolds magne´tique Rm traduit le rapport, dans l’e´quation d’induction,
entre le terme qui va permettre l’amplification du champ magne´tique et la diffusion ohmique
qui le fait disparaˆıtre.
Rm =
{∇ ∧ (u ∧B)}
{∆B} =
UD
η
, (3.31)
ou` U est une vitesse moyenne.
Il peut aussi s’e´crire Rm = RePm ou` Re est le nombre de Reynolds, celui-ci traduit
l’importance relative du terme non-line´aire (u · ∇)u par rapport au terme de diffusion
visqueuse. Notons que ce nombre de Reynolds est construit sur l’e´chelle de longueur D
(nombre de Reynolds de grande e´chelle).
Dans notre adimensionnement le nombre de Reynolds e´quivaut a` ‖u‖1/2 et en prenant
la meˆme convention que pre´ce´demment on a donc
Rm =
√
2Ecin
V
Pm . (3.32)
Une dynamo auto-entretenue n’est pas obtenue de`s l’apparition de la convection. En
effet dans un premier temps la diffusion ohmique l’emporte sur le forc¸age me´canique qui
cre´e´ le champ magne´tique. Une dynamo stable n’est pas pour autant obtenue de`s que
Rm > 1. Pour une ge´ome´trie sphe´rique, une condition ne´cessaire pour l’apparition de
l’effet dynamo est Rmc > π
2 (e.g. Backus 1957). Avec leur mode`le nume´rique, Christensen
et al. (1999) ont obtenu des dynamos pour un nombre de Reynolds magne´tique de l’ordre
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de 50. Le seuil dynamo est ne´cessairement au-dessus, et souvent e´loigne´, du seuil convectif
(en terme de nombre de Rayleigh), car il faut des mouvements convectifs suffisamment
vigoureux et ayant la bonne ge´ome´trie pour pouvoir entretenir l’effet dynamo.
Comme nous avons pu le constater dans le chapitre pre´ce´dent l’e´nergie des mouvements
convectifs devient de´pendante du temps lorsque que l’on s’e´loigne du seuil. La bifurcation
dynamo va donc s’ope´rer sur un e´coulement dont l’e´nergie cine´tique peut de´pendre du
temps.
Alors que les variations de la tempe´rature et du champ magne´tique agissent comme un
bruit additif pour la vitesse (voir l’e´quation de la vitesse du syste`me (3.14)), les variations
de la vitesse agissent comme un bruit multiplicatif sur le champ magne´tique via le terme
∇∧ (u ∧B) de l’e´quation d’induction.
Dans le cas simplifie´ de l’e´volution en fonction du temps d’un scalaire, e´voque´ dans
l’introduction, la pre´sence de bruit multiplicatif ne change pas le seuil de la bifurcation
mais introduit des effets inte´ressants. Reprenons le formalisme pre´sente´ dans l’introduction.
L’e´volution d’un syste`me dynamique conservatif peut s’e´crire
dX
dt
= − dG
dX
. (3.33)
La pre´sence de bruit additif va faire fluctuer la valeur de X dans ce potentiel G fixe (a`
part la pente a` l’origine) alors qu’un bruit multiplicatif va changer directement la forme
du potentiel.
Prenons, par exemple, le cas d’une bifurcation stationnaire sous-critique en pre´sence de
bruit multiplicatif, sa forme normale s’e´crit (en supposant l’invariance X 7→ −X)
dX
dt
= (µ+ ξ(t))X + αX3 −X5. (3.34)
Le potentiel G correspondant a` 3.34 s’e´crit
−(µ+ ξ(t))
2
X2 − α
4
X4 +
1
6
X6. (3.35)
En l’absence de bruit (ξ(t) = 0), les solutions de (3.34) sont les suivantes : la solution
triviale X = 0, stable pour µ < 0 et instable sinon, et les racines de µ + αX2 − X4, au
nombre de quatre pour −α2/4 6 µ < 0. Deux d’entre elles sont instables, les deux autres
sont stables (branche sous-critique) et se prolonge pour µ > 0.
Plac¸ons nous sur la branche sous-critique de la bifurcation associe´e au syste`me bruite´
(3.34). Etant en-dessous du seuil, le parame`tre µ est ne´gatif. Nous avons repre´sente´ sur la
figure 3.4 le potentiel G(X) pour diffe´rentes valeurs du bruit ξ(t) et donc du coefficient
du terme en X2. Pour une valeur suffisamment basse de celui-ci, il existe un minimum
du potentiel plus bas que ze´ro (courbe en trait plein). Ce minimum va constituer l’e´tat
pre´fe´rentiel du syste`me, et X va donc eˆtre non nul. Si le bruit ξ(t) est suffisamment impor-
tant, il peut faire fluctuer ce potentiel jusqu’a` ce que les deux minima du potentiel soient
a` la meˆme hauteur (courbe en pointille´), ceci correspond pour un syste`me non bruite´ au
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G(X)
X0
Fig. 3.4: Potentiel G(X) en fonction du parame`tre d’ordre X. Le potentiel repre´sente´ ici
est de la forme − (µ+ξ(t))
2
X2 − α
4
X4 + 1
6
X6 ou` le coefficient α a e´te´ fixe´ a` 5 et le coefficient
du terme en X2 vaut 2 (trait plein), 2.3435 (pointille´), 2.7 (tiret) et 3.7 (tiret pointille´).
palier de Maxwell, les deux e´tats ze´ro et X non nul sont alors de meˆmes e´nergies. Si le
coefficient du terme en X2 devient supe´rieur a` la valeur correspondante au palier de Max-
well, le minimum du potentiel associe´ a` X non nul va devenir local et l’e´tat pre´fe´rentiel du
syste`me sera alors X = 0. Une fois en X = 0, le syste`me va y rester. En effet le bruit e´tant
multiplicatif, il n’y aura plus d’effet. On dit que la solutionX = 0 est absorbante. Si les fluc-
tuations du bruit sont suffisamment importantes, les solutions non-triviales d’un syste`me
sous-critique bruite´ sont alors potentiellement instables pour des valeurs du parame`tre de
controˆle infe´rieures au seuil. A tout instant ces fluctuations du bruit ξ(t) peuvent entraˆıner
la perte de la solution non-triviale au profit de la solution triviale qui, e´tant stable, va
devenir permanente.
La pre´sence de bruit multiplicatif a une autre conse´quence e´vidente. Alors que dans un
cas non bruite´ les variables du syste`me sont bien de´termine´es a` l’e´quilibre, dans un cas
bruite´ ces variables n’ont plus qu’une probabilite´ d’avoir une valeur donne´e. Conside´rons
un cas super-critique de forme normale
dX
dt
= (µ+ ξ(t))X −X3 . (3.36)
En faisant l’hypothe`se que ξ(t) est un bruit blanc gaussien de variance D, on peut montrer
que l’e´quation re´gissant l’e´volution de la probabilite´ P de X d’avoir une valeur donne´e
s’e´crit
∂P
∂t
= − ∂
∂X
(
(µX −X3)P )+ D
2
∂
∂X
(
X
∂
∂X
XP
)
. (3.37)
Nous cherchons une probabilite´ stationnaire, le membre de gauche est donc nul. En
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inte`grant cette expression selon X, on obtient
J = (−µX +X3)P + D
2
(
X
∂
∂X
XP
)
. (3.38)
En X = 0, le membre de droite est nul, cela implique que la constante J = 0. En faisant
alors le changement de variable q = XP , on obtient
∂q
∂X
=
2
D
( µ
X
−X
)
q . (3.39)
De cette expression, on de´duit
P = C |X|2(µ/D)−1 e−X2/D . (3.40)
Il s’agit de la loi du chi2. Notons qu’a` partir d’un bruit blanc gaussien et multiplicatif, et
donc de distribution de probabilite´ syme´trique, on obtient une distribution de probabilite´
pour la variable X qui est non syme´trique.
Il est possible de montrer de manie`re analogue que dans le cas d’une bifurcation sous-
critique de forme normale identique a` l’e´quation 3.34, la probabilite´ P de X d’avoir une
valeur donne´e s’e´crit
P = C |X|2(µ/D)−1 eX2/D−X4/2D . (3.41)
3.4 Etude nume´rique
Rappelons que pour tous nos calculs le nombre de Prandtl est e´gal a` 1 et les conditions
aux limites sont de non-glissement pour la vitesse, isolantes aux deux bords pour le champ
magne´tique et de diffe´rence de tempe´rature impose´e. Pour les diffe´rents nombres d’Ekman
que nous avons utilise´s dans nos calculs, les seuils convectifs sont donne´s dans le tableau 3.2.
E = 10−3 E = 3.10−4 E = 10−4
Rac 55.9 60.8 69.7
Tab. 3.2: Nombre de Rayleigh critique pour la convection pour des nombres d’Ekman de
E = 10−3, E = 3.10−4 et E = 10−4 (Kutzner et Christensen, 2002).
Kutzner et Christensen (2002) ont explore´ l’espace des parame`tres dans une configu-
ration identique a` la noˆtre (meˆmes nombres sans dimension, meˆmes conditions aux li-
mites). Cette exploration s’est faite en terme de nombre d’Ekman, de nombre de Roberts
q (q = Pm/Pr) et de nombre de Rayleigh. Leurs re´sultats sont pre´sente´s sous forme de
diagrammes de phase dans la figure 3.5 (extraite de la the`se Carsten Kutzner (2003) et
correspondent a` une version e´tendue des re´sultats de l’article de Kutzner et Christensen
(2002)).
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Chacun de ces diagrammes correspond a` un nombre d’Ekman fixe´, entre 2.10−2 et 10−4,
pour lequel la valeur RMS du champ magne´tique a` la CMB est indique´ pour diffe´rentes
valeurs du couple (q, Ra/Rac). La valeur RMS du champ magne´tique correspond a` <
B2 >1/2 (inte´grale sur le volume), le cercle inte´rieur correspond a` la fraction repre´sente´e
par le dipoˆle.
Ces diagrammes ont permis aux auteurs d’identifier les portions de l’espace des pa-
rame`tres ou` une dynamo est obtenue, celle-ci pouvant eˆtre de polarite´ fixe ou s’inverser.
Ils ont pu constater que plus le nombre de Roberts est petit (et donc plus la diffusion
ohmique est importante), plus le nombre de Rayleigh minimum, ne´cessaire a` l’obtention
d’une dynamo auto-entretenue est grand. L’e´coulement doit en effet eˆtre de plus en plus vi-
goureux pour combattre une diffusion ohmique de plus en plus efficace. Cependant il existe
un nombre de Roberts minimum en-dessous duquel la dynamo n’est pas obtenue pour un
nombre d’Ekman fixe´. Ils ont aussi pu constater, qu’en terme de nombre de Roberts, cette
limite infe´rieure pour laquelle une dynamo peut eˆtre obtenue est d’autant plus basse que
le nombre d’Ekman est petit.
Une partie des calculs expose´s dans la figure 3.5 ont e´galement e´te´ publie´s dans l’e´tude
de Christensen et al. (1999). Dans cette e´tude ante´rieure, les auteurs ont propose´ que pour
E = 10−3 l’e´tat B = 0 est toujours stable. Les bifurcations correspondantes sont qualifie´es
de sous-critique par les auteurs. De meˆme pour E = 10−4, ils qualifient les bifurcations
dynamo de super-critiques, car l’e´tat B = 0 est instable. Une perturbation de champ
magne´tique va donc croˆıtre avec le temps. Les auteurs n’ont toutefois pas re´alise´ une e´tude
syste´matique pour chercher a` caracte´riser la bifurcation dynamo et e´tudier son e´volution
en fonction des parame`tres. Cette e´tude est l’objet de ce chapitre.
Pour toute l’e´tude de la bifurcation dynamo qui va suivre les calculs ont e´te´ re´alise´s
avec le code MAGIC, celui-ci e´tait en effet plus rapide que notre propre code PARODY au
moment ou` nous avons effectue´ ces calculs. Seuls les calculs pre´sente´s dans l’annexe C et
concernant les conditions aux limites ont e´te´ re´alise´s avec PARODY (qui est plus flexible
car construit sur une grille en rayon).
3.4.1 Influence du nombre de Roberts sur la bifurcation
Nous allons commencer notre e´tude de la bifurcation dynamo par la comparaison des
diffe´rents cas obtenus en fixant le nombre d’Ekman et en faisant varier le nombre de
Roberts (ou de fac¸on e´quivalente le nombre de Prandtl magne´tique, car le nombre de
Prandtl hydrodynamique est fixe´ a` l’unite´). Etudions tout d’abord le cas d’un nombre
d’Ekman de E = 3.10−4.
Pour une valeur du nombre de Roberts de q = 6, le re´sultat est pre´sente´ sous forme
de diagrammes de bifurcation dans la figure 3.6. Pour cette figure, comme pour tous les
diagrammes de bifurcation qui vont suivre, les conventions sont les suivantes. Les points
correspondant a` des e´tats stables sont indique´s en noir, et ceux correspondant a` des e´tats
instables en blanc. Pour l’e´tat B = 0, une fle`che vers le bas (haut) indique, de fac¸on
redondante a` la couleur, que l’e´tat est stable (instable). Le diagramme pre´sente, pour
diffe´rentes valeurs du nombre de Rayleigh normalise´ par sa valeur critique convective, la
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Fig. 3.5: Valeur RMS du champ magne´tique a` la surface du mode`le (CMB), en fonction du
nombre de Roberts q et du nombre de Rayleigh normalise´ par sa valeur critique convective.
Les diagrammes correspondent a` E = 2.10−2, E = 3.10−3, E = 10−3, E = 3.10−4 et E =
10−4. Chaque disque indique la valeur totale du champ magne´tique. Les disques inte´rieurs
correspondent, quant a` eux, a` la valeur du dipoˆle. Les calculs correspondant a` des cas non
dynamo sont indique´s par des e´toiles. La zone de´signe´e par un N correspond a` une zone
ou` la dynamo n’est pas obtenue. Celle de´signe´e par un S correspond a` une zone ou` elle est
obtenue. Celle de´signe´e par un R correspond a` une zone ou` la dynamo obtenue s’inverse
(Carsten Kutzner, « Untersuchung von Feldumkehrungen an einem numerischen Modell
des Geodynamos »,The`se Universite´ de Go¨ttingen, 2003).
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valeur moyenne´e en temps de l’e´nergie magne´tique. Les traits en pointille´s repre´sentent
l’e´cart-type des variations de l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur moyenne. En pra-
tique, tous nos calculs ont e´te´ initialise´s avec une perturbation infinite´simale de tempe´rature
(ale´atoire), une vitesse nulle et une perturbation infinite´simale de champ magne´tique. Pour
un e´tat B = 0 stable, cette perturbation infinite´simale de champ magne´tique de´croˆıt, alors
que pour un e´tat B = 0 instable, elle croˆıt exponentiellement jusqu’a` la saturation de
l’e´nergie du champ magne´tique.
Sur la figure 3.6, on peut constater que le premier point pour lequel l’e´tat B = 0 est
instable, est atteint pour Ra = 2.57×Rac. Pour le point pre´ce´dent, Ra = 2.42×Rac, l’e´tat
B = 0 est stable. Le seuil de la bifurcation dynamo se situe donc entre ces deux points. Le
point fixe B = 0, stable avant le seuil, devient instable apre`s celui-ci au profit d’une solution
d’e´nergie finie stable. Nous avons ve´rifie´ qu’il n’est pas possible de maintenir une dynamo
en-dessous du seuil a` partir de cette solution. Cette bifurcation est donc super-critique.
Il est a` noter que pour ce cas, le seuil dynamo est relativement proche du seuil convectif.
Au seuil dynamo et apre`s un re´gime transitoire, l’e´nergie cine´tique et magne´tique de la
solution est constante.
Chacun des points de nos diagrammes de bifurcation correspond a` des calculs de plu-
sieurs centaines d’heures sur 8 processeurs. Il est en effet ne´cessaire d’effectuer les calculs sur
un nombre assez grand de temps adimensionne´ pour obtenir une valeur moyenne converge´e.
La longueur de ces calculs nous a empeˆche´ d’eˆtre plus pre´cis dans la de´termination du seuil
de la bifurcation dynamo.
De´crivons a` pre´sent les re´sultats obtenus pour un nombre de Roberts q = 3 (voir
figure 3.7). Le seuil de la bifurcation est ici situe´ entre Ra = 3.85× Rac et Ra = 4× Rac.
Il est assez e´loigne´ du seuil convectif. L’e´nergie cine´tique de l’e´coulement de´pend du temps
pour tous les nombres de Rayleigh que nous avons conside´re´s dans ce re´gime de parame`tres.
Contrairement au cas pre´ce´dent, nous avons pu maintenir, a` partir d’une solution obtenue
au-dessus du seuil dynamo, une solution d’e´nergie non nulle en-dessous du seuil dynamo.
L’e´nergie magne´tique au seuil est relativement importante et ne tend pas vers ze´ro comme
dans le cas pre´ce´dent. Ceci est la signature d’une bifurcation sous-critique. Celle que nous
avons obtenue ici pre´sente quelques particularite´s.
Le point de la branche sous-critique le plus en-dessous du seuil dynamo, correspondant
a` Ra = 3.16 × Rac, est ici un point me´tastable (cet e´tat me´tastable est indique´ par
des hachures sur la figure 3.7). Par me´tastable nous entendons que l’on peut obtenir une
dynamo d’e´nergie non nulle pendant un temps long devant les temps caracte´ristiques de
diffusion (visqueux et ohmique) et eˆtre cependant mene´ a` l’e´tat B = 0 par la pre´sence
de bruit multiplicatif (via une fluctuation particulie`rement importante). Une fois cet e´tat
atteint, le syste`me y restera, tout comme le syste`me dynamique pre´sente´ dans la description
the´orique de la section 3.3. Ce point me´tastable correspond a` une dynamo qui est retourne´e
a` l’e´tat B = 0 apre`s avoir maintenu une e´nergie non nulle pendant 40 temps visqueux
environ, soit 13 temps magne´tiques.
Le comportement me´tastable est lie´ au caracte`re multiplicatif du bruit. Il est similaire
a` celui que nous avons obtenu pre´ce´demment dans l’e´tude de l’e´volution d’un scalaire
en pre´sence de bruit multiplicatif. Nous verrons plus loin que nous avons rencontre´ ce
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Fig. 3.6: Energie magne´tique moyenne en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bi-
furcation super-critique est obtenue pour E = 3.10−4 et q = 6. Les traits en poin-
tille´s repre´sentent l’e´cart-type des variations de l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur
moyenne. Le graphique du bas est un sous-ensemble de celui du haut, centre´ sur le seuil de
la bifurcation dynamo.
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Fig. 3.7: Energie magne´tique moyenne en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bifurca-
tion sous-critique est obtenue pour E = 3.10−4 et q = 3. Les traits en pointille´s repre´sentent
l’e´cart-type des variations de l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur moyenne. Le gra-
phique du bas est un sous-ensemble de celui du haut centre´ sur le seuil de la bifurcation
dynamo.
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Fig. 3.8: Taux de croissance de l’e´nergie magne´tique d’une perturbation en fonction du
nombre de Rayleigh normalise´ (a` gauche) et e´nergie magne´tique (a` droite) en fonction du
temps (en uiniite´s de temps visqueux) pour E = 3.10−4 et q = 3. A droite, le nombre de
Rayleigh vaut respectivement Ra = 4× Rac, 4.15× Rac et 4.98× Rac de droite a` gauche.
Le taux de croissance est de plus en plus fort a` mesure que l’on s’e´loigne du seuil dynamo.
Apre`s un maximum, le taux de croissance diminue pour finalement redevenir ne´gatif. L’e´tat
B = 0 redevient stable au dela` d’une certaine valeur du nombre de Rayleigh, ici 6.66×Rac.
comportement dans d’autres re´gimes de parame`tres, lorsque les fluctuations du champ
magne´tique deviennent comparables a` l’intensite´ du champ et que la solution a` champ nul
est stable.
L’autre particularite´ de cette bifurcation est que l’e´tat B = 0 redevient stable pour des
valeurs suffisamment grandes du nombre de Rayleigh au-dessus du seuil dynamo. Avant
d’arriver a` saturation, l’e´nergie magne´tique de la solution croˆıt, durant une phase tran-
sitoire, exponentiellement. Le taux de croissance correspondant augmente a` mesure que
l’on augmente le nombre de Rayleigh et donc que l’on s’e´loigne du seuil dynamo (voir
figure 3.8). Passe´e une certaine valeur du nombre de Rayleigh, cette croissance s’arreˆte. Le
taux de croissance de la solution cesse alors d’augmenter avec le nombre de Rayleigh. Il
de´croˆıt jusqu’a` redevenir ne´gatif. L’e´tat B = 0 redevient alors stable. Cette stabilite´ est
obtenue, dans nos simulations, a` partir de Ra = 6.66× Rac.
Nous avons obtenu un troisie`me type de bifurcation pour un nombre de Roberts q = 1.5
(voir figure 3.9). Cette bifurcation, un peu atypique est dite « en ıˆlot ». Pour une telle
bifurcation, l’e´tat B = 0 est stable, quelle que soit la valeur du nombre de Rayleigh.
Elle ne posse`de donc pas de seuil au sens ou` nous l’entendions pour les autres types
de bifurcation. Il est ne´cessaire de perturber le syste`me avec un champ magne´tique initial
suffisamment fort pour accrocher la branche dynamo. Ceci fait, une dynamo est obtenue
pour une plage limite´e de nombres de Rayleigh. Il existe une borne infe´rieure et supe´rieure
en-dessous et au-dessus de laquelle une dynamo n’est pas obtenue. Pour ce re´gime de
parame`tres la borne infe´rieure correspond a` Ra = 4.44 × Rac et la borne supe´rieure a`
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Fig. 3.9: Energie magne´tique moyenne en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bifurca-
tion en ıˆlot est obtenue pour E = 3.10−4 et q = 1.5. Les traits en pointille´s repre´sentent
l’e´cart-type des variations de l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur moyenne. La solu-
tion B = 0 est ici toujours stable.
Ra = 9.18 × Rac. En partant de cette borne infe´rieure et en augmentant le nombre de
Rayleigh l’e´nergie magne´tique moyenne va croˆıtre jusqu’a` un maximum a` partir duquel
elle va de´croˆıtre vers sa valeur en la borne supe´rieure.
En diminuant le nombre de Roberts de q = 6 a` q = 3 puis a` q = 1.5, nous sommes passe´s
d’une bifurcation super-critique a` une bifurcation sous-critique puis a` une bifurcation en
ıˆlot. Constatons qu’il nous a fallu nous e´loigner de plus en plus du seuil convectif pour
rencontrer le seuil dynamo a` mesure que nous avons diminue´ le nombre de Roberts. La
diffusion ohmique est en effet plus efficace pour les petits nombres de Roberts (on rappelle
que le nombre de Prandtl est constant). Pour une nouvelle diminution du nombre de
Roberts (a` par exemple q = 1) la figure 3.5 (Kutzner et Christensen, 2002) sugge`re qu’il
n’existe pas de dynamo stable.
3.4.2 Influence du nombre d’Ekman sur la bifurcation
Apre`s avoir e´tudie´ diffe´rentes valeurs du nombre de Roberts a` nombre d’Ekman fixe´,
nous allons maintenant faire varier le nombre d’Ekman pour un nombre de Roberts fixe´ de
q = 3.
Pour un nombre d’Ekman E = 10−3 et q = 3, les re´sultats sont pre´sente´s sur la
figure 3.10. Pour ce re´gime de parame`tres, si l’e´tat B = 0 est toujours stable comme
pour la pre´ce´dente bifurcation en ıˆlot, les e´tats d’e´nergie magne´tique non nulle sont eux
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Fig. 3.10: Energie magne´tique moyenne en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bifur-
cation, dite en ıˆlot, est obtenue pour E = 10−3 et q = 3. Les points indiquent la valeur
moyenne´e en temps de l’e´nergie magne´tique. Les traits pointille´s indiquent l’e´cart-type.
Les points stables sont en noir (ainsi que l’indique la fle`che). Les points hachure´s sont
me´tastables, c’est a` dire qu’ils sont instable vis a` vis d’une perturbation suffisamment im-
portante de u. Une telle perturbation a une probabilite´ non nulle de se produire.
me´tastables.
Tous les points repre´sente´s sur la figure 3.10 correspondent a` des dynamos qui ont main-
tenu un champ magne´tique non nul pendant des temps adimensionne´s allant de 6 temps
visqueux pour les points extreˆmes (ou deux temps magne´tiques) a` 140 temps visqueux
environ (ou 47 temps magne´tiques) pour le point correspondant a` un nombre de Rayleigh
Ra = 3.76× Rac. La me´tastabilite´ des points pre´sente´s ici rend plus de´licate la recherche
de la limite (en terme de nombre de Rayleigh) pour laquelle on peut dire qu’une dynamo
n’est plus obtenue.
Pour un nombre d’Ekman E = 3.10−4 et un nombre de Roberts q = 3 nous avons
vu pre´ce´demment que la bifurcation obtenue est sous-critique. Conside´rons maintenant un
nombre de d’Ekman E = 10−4, toujours pour un nombre de Roberts q = 3. La bifurcation
obtenue est pre´sente´e sur la figure 3.11 accompagne´e du graphique des taux de croissance
des solutions en fonction du nombre de Rayleigh normalise´. Cette bifurcation est une
bifurcation super-critique, en effet l’e´nergie magne´tique des solutions de´croˆıt vers ze´ro a`
mesure que l’on s’approche du seuil et nous avons ve´rifie´ qu’il n’est pas possible de maintenir
une solution dynamo d’e´nergie non nulle dans la zone de nombre de Rayleigh ou` l’e´tat
B = 0 est stable. Le seuil de cette bifurcation super-critique est situe´ entre Ra = 2.73×Rac
et Ra = 2.80×Rac. L’e´coulement, comme dans la plupart des bifurcations que nous avons
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e´tudie´es, posse`de ici une e´nergie cine´tique de´pendante du temps pour tous les nombres
de Rayleigh conside´re´s. L’e´nergie magne´tique des cas correspondant aux premiers points
apre`s le seuil est de´pendante du temps, mais leurs variations sont relativement faibles et
de l’ordre de l’e´paisseur des points sur la figure 3.11 (en haut).
En augmentant le nombre d’Ekman et pour un nombre Roberts fixe´, nous sommes
passe´s successivement d’une bifurcation super-critique a` une bifurcation sous-critique puis
a` une bifurcation en ıˆlot.
Afin de comple´ter notre e´tude des bifurcations dynamo pour le re´gime de parame`tres
que nous avons choisi, nous avons ajoute´ le cas E = 10−4 et q = 0.67. Pour ces parame`tres
la bifurcation obtenue est pre´sente´e sur la figure 3.12. Le seuil line´aire de cette bifurcation
se situe entre Ra = 7.17 × Rac et Ra = 7.46 × Rac. L’e´nergie de la solution ne tend pas
vers ze´ro au seuil et une dynamo a pu eˆtre maintenue, en-dessous du seuil dynamo, a` partir
d’une solution au-dessus du seuil. Cette bifurcation est donc sous-critique.
Bien que nous n’ayons pas eu le temps d’effectuer les calculs pour montrer l’existence
d’une bifurcation en ıˆlot pour un nombre d’Ekman E = 10−4, la figure 3.5 laisse a` penser
qu’une bifurcation de ce type existe pour ce re´gime de parame`tres. Le passage d’une bifur-
cation super-critique a` une bifurcation sous-critique puis a` une bifurcation en ıˆlot avec la
diminution du nombre de Roberts semble reproductible a` ce nombre d’Ekman.
3.4.3 Interpre´tation
Nous avons analyse´ les diffe´rentes bifurcations obtenues pour le re´gime de parame`tres
compris entre 10−3 et 10−4 pour le nombre d’Ekman, entre 0.67 et 6 pour le nombre de
Roberts, allant de Ra ≃ 2× Rac a` Ra ≃ 10× Rac pour les diffe´rentes bifurcations. Pour
ce re´gime de parame`tres nous proposons une interpre´tation re´sume´e dans la figure 3.13.
Pour un nombre d’Ekman donne´, une bifurcation super-critique (graphique du haut) est
obtenue pour un nombre de Roberts suffisamment grand. En diminuant le nombre de
Roberts, on passe a` une bifurcation sous-critique (graphique du milieu). Celle-ci pre´sente
une particularite´, l’e´tat B = 0 est stable avant le seuil de la bifurcation dynamo, il se
de´stabilise apre`s le seuil mais redevient stable pour un nombre de Rayleigh suffisamment
grand. Pour la bifurcation sous-critique correspondant au couple de parame`tres E = 10−4
et q = 0.67 ce point reste a` pre´ciser. Au-dessus de ce nombre de Rayleigh, il existe donc
une branche instable, qui se raccorde a` la branche stable correspondant a` des solutions
d’e´nergie non nulle.
Si l’on diminue a` nouveau le nombre de Roberts, la plage de nombre de Rayleigh,
pour laquelle l’e´tat B = 0 est instable dans la bifurcation sous-critique, diminue jusqu’a`
disparaˆıtre. On obtient alors une bifurcation en ıˆlot (graphique du bas) ou` l’e´tat B = 0 est
stable quel que soit le nombre de Rayleigh.
3.4.4 Choix du parame`tre de controˆle
Pour tous les diagrammes de bifurcation pre´sente´s, nous avons adopte´ le nombre de
Rayleigh (normalise´) comme parame`tre de controˆle. Ce choix est tout naturel puisque
92 CHAPITRE 3. BIFURCATION DYNAMO
2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4
Ra / Ra
c
0
10000
20000
30000
40000
50000
En
er
gi
e 
m
ag
né
tiq
ue
 m
oy
en
ne
2.5 2.75 3 3.25 3.5 3.75 4 4.25 4.5
Ra / Ra
c
-0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
Ta
ux
 d
e 
cr
oi
ss
an
ce
Fig. 3.11: Energie magne´tique moyenne (en haut) et taux de croissance de la solution (en
bas) en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bifurcation super-critique est obtenue pour
E = 1.10−4 et q = 3. Les traits en pointille´s repre´sentent l’e´cart-type des variations de
l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur moyenne.
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Fig. 3.12: Energie magne´tique moyenne en fonction du nombre de Rayleigh. Cette bi-
furcation sous-critique est obtenue pour E = 10−4 et q = 0.67. Les traits en poin-
tille´s repre´sentent l’e´cart-type des variations de l’e´nergie magne´tique autour de sa valeur
moyenne.
nous nous inte´ressons au proble`me de la ge´odynamo ou` le forc¸age est d’origine thermique
(la convection solutale est formellement e´quivalente a` la convection thermique). De tels
mode`les de dynamo, alliant la convection a` l’instabilite´ dynamo, sont tre`s complexes et on
peut se demander si l’interpre´tation de nos re´sultats ne serait pas plus aise´e si elle e´tait
mene´e en terme de vigueur des mouvements de convection plutoˆt qu’en terme de forc¸age
thermique. Ceci reviendrait a` exprimer nos re´sultats en fonction du nombre de Reynolds,
ce qui est par exemple le cas dans les e´tudes expe´rimentales ou` l’e´coulement est force´
me´caniquement.
Dans un adimensionnement diffe´rent de celui que nous avons retenu, qui utilise D,
D/u,u et
√
µ0ρ u comme e´chelle de longueur, temps, vitesse et champ magne´tique res-
pectivement, le nombre de Reynolds apparaˆıt comme un parame`tre de controˆle pour la
bifurcation dynamo, a` coˆte´ du nombre de Reynolds magne´tique. Dans le tableau 3.3 nous
avons indique´ le nombre de Reynolds Re en fonction du nombre de Roberts q et du nombre
de Rayleigh normalise´ par sa valeur critique convective (Ra/Rac) pour un nombre d’Ekman
de 3.10−4. Ces re´sultats sont cohe´rents avec ceux de Christensen et al. (1999). Constatons
que pour chaque nombre de Roberts le nombre de Reynolds varie de fac¸on monotone avec
le nombre de Rayleigh. Repre´senter les diagrammes de bifurcations en fonction du nombre
de Reynolds n’apporterait donc pas de changement qualitatif dans nos interpre´tations.
Notons que les nombres de Reynolds correspondants aux e´coulements que nous avons
calcule´s ne sont pas tre`s e´leve´s. Cependant il faut rappeler que dans notre cas, les difficulte´s
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Fig. 3.13: Interpre´tation des bifurcations obtenues a` l’aide de nos calculs nume´riques. Cette
se´rie de graphiques repre´sente, de haut en bas, une bifurcation super-critique, une bifur-
cation sous-critique et une bifurcation en ıˆlot. Nous proposons d’interpre´ter les re´sultats
nume´riques obtenus a` l’aide de ces diffe´rentes bifurcations. La transition d’une bifurca-
tion super-critique a` une bifurcation sous-critique puis a` un ıˆlot est obtenue en faisant
de´croˆıtre le nombre de Roberts q. Les traits continus repre´sentent des e´tats stables et les
traits pointille´s des e´tats instables.
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E = 3.10−4 q = 6
Ra/Rac 2.57 2.71 10.00
Re 17.34 21.44 61.31
E = 3.10−4 q = 3
Ra/Rac 3.16 3.31 3.45 3.70 3.85 4.00 4.15 4.98 5.82 7.50
Re 21.95 23.21 24.30 25.77 26.46 27.01 27.54 31.37 36.68 47.51
E = 3.10−4 q = 1.5
Ra/Rac 4.44 4.98 5.82 6.66 7.50 8.34 9.18
Re 30.98 34.24 39.33 44.59 49.83 56.21 64.72
Tab. 3.3: Nombre de Reynolds (Re) en fonction du nombre de Roberts (q) et du nombre de
Rayleigh normalise´ par sa valeur critique convective (Ra/Rac) pour un nombre d’Ekman
de 3.10−4.
nume´riques ne sont pas uniquement lie´es aux non-line´arite´s intrinse`ques de l’e´quation de
Navier-Stokes, mais aussi a` la pre´sence de la force de Coriolis qui impose des contraintes
se´ve`res sur le sche´ma nume´rique (tant en espace qu’en temps). En ce sens, le parame`tre E−1
joue un roˆle comparable a` Re en tant que mesure de la difficulte´ a` mode´liser l’e´coulement.
Toujours dans un souci de simplification de nos re´sultats, il peut aussi eˆtre inte´ressant
de chercher a` les exprimer en terme de nombre de Reynolds magne´tique. Ce parame`tre,
comme on l’a vu exprime le rapport entre le terme d’induction de champ magne´tique et
le terme de diffusion ohmique. C’est le parame`tre de controˆle naturel pour les dynamos
cine´matiques. Exprimer les re´sultats en terme de nombre de Reynolds magne´tique revient
a` essayer de voir si ils peuvent eˆtre compris du seul point de vue de l’e´quation d’induction.
Nous avons re´sume´ dans le tableau 3.4 les diffe´rents nombres de Reynolds magne´tique
obtenus pour le re´gime de parame`tres que nous avons utilise´. Ce tableau indique le nombre
de Reynolds magne´tique critique Rmd. Celui-ci correspond au seuil de la bifurcation
dynamo pour une bifurcation super-critique et sous-critique. Une bifurcation en ıˆlot ne
posse`de pas de seuil line´aire au sens strict mais il existe une valeur minimum (maximum)
du nombre de Rayleigh en-dessous (au-dessus) de laquelle la dynamo n’existe pas. Pour
ces deux nombres de Rayleigh, nous avons indique´ le nombre de Reynolds magne´tique
obtenu, sous la de´nomination Rmd2 (Rmd3 respectivement). Dans le cas d’une bifurca-
tion sous-critique, il existe un nombre de Rayleigh minimum correspondant au point de
la branche sous-critique le plus en-dessous du seuil de la bifurcation dynamo. Le nombre
de Reynolds magne´tique obtenu pour ce nombre de Rayleigh est indique´ dans la colonne
Rmd2 du tableau 3.4.
Le nombre de Reynolds magne´tique est a` priori fonction de tous les nombres sans
dimension pre´sents dans nos e´quations (Ra,E, Pr, Pm). Or, pour des valeurs diffe´rentes
de ces nombres sans dimension, l’e´coulement va posse´der une ge´ome´trie diffe´rente. Cette
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E q bifurcation Rmd (Ra/Rac) Rmd2 (Ra/Rac) Rmd3 (Ra/Rac)
10−3 3 ıˆlot – 62 (3.40) 96 (5.42)
3.10−4 6 super-critique 94 (2.57) – –
3.10−4 3 sous-critique 88 (4.00) 68 (3.16) –
3.10−4 1.5 ıˆlot – 50 (4.44) 111 (9.18)
10−4 3 super-critique 72 (2.80) – –
10−4 0.67 sous-critique 52 (7.46) 46 (6.46) –
Tab. 3.4: Nombre de Reynolds magne´tique en fonction du nombre d’Ekman et du nombre
de Roberts. Rmd indique dans le cas d’une bifurcation super-critique et sous-critique le
nombre de Reynolds magne´tique critique obtenu au seuil de la bifurcation dynamo. Pour une
bifurcation en ıˆlot, Rmd2 (respectivement Rmd3) indique le nombre de Reynolds magne´tique
correspondant au nombre de Rayleigh le plus petit (grand) pour lequel une dynamo est
obtenue. Dans le cas d’une bifurcation sous-critique, Rmd2 indique le nombre de Reynolds
magne´tique correspondant au nombre de Rayleigh le plus bas pour lequel une dynamo est
obtenue.
ge´ome´trie n’entraˆıne pas toujours la meˆme efficacite´ a` produire un champ magne´tique par
effet dynamo. Le nombre de Reynolds magne´tique critique doit donc normalement de´pendre
des autres parame`tres. En revanche si la ge´ome´trie des mouvements et leur efficacite´ pour
l’effet dynamo varie peu, seul leur intensite´ devrait controˆler le seuil, qui se produirait alors
a` un nombre de Reynolds magne´tique critique quasiment inde´pendant de Ra,E, Pr, Pm.
On peut constater, d’apre`s les chiffres du tableau 3.4, que la bifurcation dynamo ne
s’ope`re pas a` nombre de Reynolds magne´tique constant. Cela souligne que l’amplitude
de l’e´coulement ne controˆle pas seule la bifurcation dynamo, mais que la ge´ome´trie de
l’e´coulement a une grande importance pour ce re´gime de parame`tres. Une autre ve´rification
de l’importance de la ge´ome´trie de l’e´coulement pour la dynamo sera fournie par la suite.
Nous pouvons aussi remarquer dans ce tableau 3.4 que lorsque l’on fixe le nombre
d’Ekman et que l’on diminue le nombre de Roberts, le seuil dynamo apparaˆıt plus loin du
seuil convectif. Malgre´ cela, si l’on prend par exemple un nombre d’Ekman E = 3.10−4 alors
le nombre de Reynolds magne´tique obtenu pour un nombre de Roberts q = 3 est infe´rieur
a` celui obtenu pour un nombre de Roberts q = 6. Nous avons pu constater dans le tableau
3.3 que Re ∝ Ra/Rac (a` une fonction du nombre de Roberts pre`s), or Rm = PmRe d’ou`
Rm ∝ PmRa/Rac. Dans l’exemple que nous avons pris le nombre de Prandtl magne´tique
est divise´ par deux mais le nombre de Rayleigh normalise´ n’est pas double´ d’ou` un nombre
de Reynolds magne´tique infe´rieur pour un nombre de Roberts q = 3 .
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Fig. 3.14: Energie magne´tique (trait plein) et cine´tique (traits pointille´s) en fonction du
temps pour E = 1.10−4 et q = 3 et de gauche a` droite et de haut en bas Ra = 2.87, 3.01, 3.30
et 4.30×Rac. Lorsque l’e´nergie magne´tique augmente, la valeur moyenne de la vitesse ainsi
que l’amplitude de ses fluctuations diminuent. L’amplitude du champ magne´tique augmente
relativement a` celle de la vitesse pour des nombres de Rayleigh croissants.
3.4.5 Re´troactions et couplages
Dans nos calculs, la condition initiale est une perturbation de champ magne´tique. Apre`s
le seuil dynamo cette perturbation va croˆıtre jusqu’a` la saturation du champ magne´tique.
Sur la se´rie de graphiques de la figure 3.14, re´alise´e pour un nombre d’Ekman E = 1.10−4
et un nombre de Roberts q = 3, on peut comparer l’e´nergie cine´tique avant la saturation
du champ magne´tique lorsque cette perturbation de champ magne´tique n’a pas encore
d’effet notable sur l’e´coulement, avec l’e´nergie cine´tique apre`s saturation. Nous pouvons
clairement constater que dans ce cas le champ magne´tique inhibe la convection. La valeur
moyenne de l’e´nergie cine´tique de l’e´coulement est significativement re´duite en pre´sence de
champ magne´tique. Il en va de meˆme de l’amplitude de ses fluctuations qui sont e´galement
fortement re´duites en pre´sence du champ.
Cette tendance est assez ge´ne´rale dans le re´gime de parame`tres que nous avons e´tudie´.
Elle comporte toutefois quelques exceptions notables que nous discuterons plus loin.
Pour les meˆmes parame`tres que dans le cas pre´ce´dent, nous avons repre´sente´ sur les
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figures 3.15 et 3.16 les iso-surfaces de vorticite´ axiale (a` gauche) et la composante radiale
du champ magne´tique a` la frontie`re externe du mode`le (a` droite). Les iso-surfaces de
vorticite´ axiale nous permettent de visualiser les colonnes de convection. Nous pouvons
ainsi constater une de´croissance du mode azimutal dominant a` mesure que le nombre de
Rayleigh est augmente´.
L’e´coulement et le champ magne´tique sont, en effet, tous deux domine´s par le mode
m = 7 pour Ra = 2.80 × Rac et Ra = 2.87 × Rac, puis par le mode m = 6 pour
Ra = 3.01× Rac et Ra = 3.30× Rac et enfin par le mode m = 5 pour Ra = 3.87× Rac.
Les graphiques pre´sente´s sont bien entendu des instantane´s, cependant la domination d’un
mode d’e´chelle de plus en plus grande est ve´rifie´e de manie`re ge´ne´rale. Pour un nombre de
Rayleigh Ra = 4.30× Rac, nous pouvons constater que l’e´coulement est plus complexe et
n’est plus clairement domine´ par un mode particulier.
De plus on peut noter sur la dernie`re figure (Ra = 4.30× Rac) que la convection et le
champ ne sont plus re´gulie`rement re´partis en azimut, mais qu’ils ont tendance a` se localiser
en espace. Cela pourrait eˆtre le premier signe d’un analogue magne´tique de la convection
he´misphe´rique de´crite au chapitre 2 (voir la figure 2.13).
Dans le cas de la bifurcation super-critique correspondant aux parame`tres E = 3.10−4 et
q = 6, on peut constater (voir figure 3.17) que pour un nombre de Rayleigh Ra = 2.57×Rac
l’e´nergie cine´tique augmente lorsque le champ magne´tique prend de l’importance. Ceci va
a` l’encontre de la tendance ge´ne´rale pre´ce´demment expose´e, qui veut que la pre´sence de
champ magne´tique re´duise a` fois la valeur moyenne de l’e´nergie cine´tique de l’e´coulement
et ces fluctuations. Malgre´ cette croissance de l’e´nergie cine´tique totale, on peut constater
que l’e´nergie du vent zonal de´croˆıt lorsque le champ magne´tique augmente. Le vent zonal a
en effet tendance a` cisailler les lignes de champ et doit lutter contre la tension magne´tique
qui devient plus grande lorsque le champ magne´tique augmente.
Dans le cas de la bifurcation sous-critique correspondant aux parame`tres E = 3.10−4
et q = 3, plac¸ons nous sur la branche sous-critique en-dessous du seuil. Pour les valeurs
les plus sous-critiques du nombre de Rayleigh Ra = 3.16, et 3.30×Rac, on peut constater
sur la figure 3.18 que la pre´sence de champ magne´tique semble amplifier les fluctuations
du champ de vitesse.
Pour ces parame`tres, les fluctuations du champ de vitesse sont en effet bien moins
importantes sans champ magne´tique, comme on peut le constater sur la partie droite de
chacun de ces deux graphiques. Pour le nombre de Rayleigh Ra = 3.16 × Rac, l’action
dynamo est me´tastable. Elle a e´te´ perdue apre`s environ 40 temps visqueux. La valeur
et les fluctuations de l’e´nergie cine´tique sont pre´sente´es sans champ magne´tique (celui-ci
devient ne´gligeable) a` la fin de cette simulation. Pour un nombre de Rayleigh de Ra =
3.30×Rac comme pour les deux autres valeurs conside´re´es, la dynamo n’a pas e´te´ perdue.
Pour comparaison, nous avons inclus a` droite de chaque graphique, l’e´nergie cine´tique
sans champ magne´tique. Sur les deux graphiques correspondant a` un nombre de Rayleigh
Ra = 3.70 × Rac et Ra = 3.85 × Rac on retrouve le comportement plus ge´ne´ralement
observe´ : le champ magne´tique tend a` diminuer la valeur moyenne et les fluctuations du
champ de vitesse.
Pour le cas de la bifurcation en ıˆlot avec un nombre d’Ekman E = 10−3 et un nombre
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Fig. 3.15: Iso-surfaces de vorticite´ axiale (gauche) et composante radiale du champ
magne´tique a` la CMB pour E = 10−4 et q = 3 et de haut en bas Ra = 2.80 × Rac,
Ra = 2.87 × Rac et Ra = 3.01 × Rac. La vorticite´ positive (cyclone) est repre´sente´e en
rouge, la vorticite´ ne´gative (anticyclone) en bleu. Les zones de fort champ magne´tique sont
en bleu fonce´.
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Fig. 3.16: Iso-surfaces de vorticite´ axiale (gauche) et composante radiale du champ
magne´tique a` la CMB pour E = 10−4 et q = 3 et Ra = 3.30 × Rac, Ra = 3.87 × Rac
et Ra = 4.30 × Rac. La vorticite´ positive (cyclone) est repre´sente´e en rouge, la vorticite´
ne´gative (anticyclone) en bleu. Les zones de fort champ magne´tique sont en bleu fonce´.
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Fig. 3.17: Energie magne´tique (trait plein), cine´tique (traits pointille´s) et e´nergie du mode
de Fourier m = 0 (traits pointille´s longs) en fonction du temps pour E = 3.10−4 et q = 6
et Ra = 2.57× RaC . L’amplitude du vent zonal de´croˆıt clairement en pre´sence de champ
magne´tique malgre´ la croissance de l’e´nergie cine´tique totale.
de Roberts q = 3, nous avons vu que les dynamos obtenues sont me´tastables. Pour ce
re´gime de parame`tres les fluctuations du champ magne´tique sont comparables a` l’intensite´
du champ et la solution a` champ nul est stable. Ceci me`ne a` la perte de la dynamo au bout
d’un temps qui est variable en fonction du nombre de Rayleigh et d’une re´alisation a` une
autre si l’on utilise des conditions initiales diffe´rentes, pour un meˆme nombre de Rayleigh.
Ce comportement est lie´ au caracte`re multiplicatif du bruit et est a` rapprocher de celui
que nous avons obtenu pre´ce´demment dans l’e´tude de l’e´volution d’un scalaire en pre´sence
de bruit multiplicatif.
Pour une dynamo correspondant a` un nombre de Rayleigh de Ra = 3.76 × Rac, on
peut constater sur la figure 3.19 que l’action dynamo s’est maintenue pendant environ 140
temps visqueux avant de s’e´teindre. Ce type de comportement est assez contre-intuitif et
va a` l’encontre d’une ide´e couramment re´pandue qui veut qu’il faille inte´grer une dynamo
pendant quelques temps diffusifs seulement pour s’assurer de sa pe´rennite´.
Nous avons poursuivi le calcul pre´sente´ ici pendant 30 temps visqueux supple´mentaires
afin de ve´rifier que l’e´nergie magne´tique de´croˆıt exponentiellement vers ze´ro. Une fois que
la dynamo est perdue, elle ne peut se re-exciter, car la solution B = 0 est stable et le bruit
est multiplicatif.
Le taux de de´croissance de la solution est de 2.18 (tous les autres points ont des taux
similaires, ≃ 2.2), ce taux est infe´rieur au taux de de´croissance du dipoˆle (1/τd) qui est
e´gal a` 2D2π2/R2Pm soit ≃ 2.78 (le facteur deux provient du fait que l’on regarde le taux
de croissance de l’e´nergie magne´tique, en B2). Nous aurions pu penser que le taux de
de´croissance pouvait eˆtre supe´rieur au taux lie´ a` la diffusion seule, graˆce a` un brassage
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Fig. 3.18: Energie magne´tique (trait plein) et cine´tique (traits pointille´s) en fonction du
temps pour E = 3.10−4 et q = 3. De haut en bas et de droite a` gauche sont repre´sente´es
les simulations correspondantes a` des nombres de Rayleigh de Ra = 3.16, 3.30, 3.70 et
3.85 × Rac. Pour chacun des trois derniers graphiques, la courbe qui est repre´sente´e a`
droite apre`s un espace correspond a` l’e´nergie cine´tique sans champ magne´tique.
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Fig. 3.19: Energie magne´tique (et cine´tique pour le graphique de droite, en traits pointille´s)
en fonction du temps pour E = 10−3 et q = 3 et Ra = 210. L’e´nergie magne´tique s’effondre
apre`s environ 140 temps visqueux (ou 47 temps magne´tique) pour ne plus remonter. On peut
noter sur le graphique de droite que la valeur moyenne de la vitesse, ainsi que l’amplitude
de ses fluctuations, augmentent lorsque le champ magne´tique disparaˆıt.
efficace par un e´coulement assez vigoureux. Bien que l’e´coulement ne soit pas dynamo au
sens cine´matique, il est cependant assez efficace pour lutter contre la diffusion ohmique.
Son effet n’est donc pas celui d’une turbulence de´sorganise´e, qui acce´le´rerait la de´croissance
du champ magne´tique, mais celui d’un e´coulement proche d’une dynamo qui me`ne a` une
de´croissance du champ plus lente qu’en pre´sence de la seule diffusion ohmique.
Pour un nombre d’Ekman E = 3.10−4 et un nombre de Roberts q = 6 (bifurcation
super-critique), on peut constater sur la figure 3.20 que pour des nombres de Rayleigh
Ra = 1.97, 2.27 et 2.42 × Rac la proximite´ d’un seuil dynamo en Ra = 2.57 × Rac a un
effet bien plus important sur le taux de de´croissance de la solution. Les taux de de´croissance
sont en effet de 0.84, 0.20 et 0.02 respectivement. Ceux-ci tendent vers ze´ro a` mesure que
l’on s’approche du seuil dynamo. Ce comportement correspond a` une bifurcation standard
(une valeur propre franchit l’axe des imaginaires). Une fois de plus, bien que l’e´coulement
soit « turbulent » , le taux de de´croissance du champ magne´tique est plus faible que celui
correspondant a` la seule diffusion ohmique. L’e´coulement retarde la disparition du champ.
Il est inte´ressant d’e´tudier les proprie´te´s statistiques des fluctuations de vitesse et de
champ magne´tique. Nous avons repre´sente´ sur les figures 3.21 et 3.22, les fonctions de
densite´ de probabilite´ (PDF) des e´nergies cine´tique et magne´tique respectivement pour
E = 3.10−4, q = 3 et Ra = 3.7× Rac (bifurcation sous-critique) et E = 1.10−4, q = 3 et
Ra = 3.3 × Rac (bifurcation super-critique). On peut remarquer sur ces deux figures que
les PDF des e´nergies cine´tiques sont plus syme´triques, dans les deux cas, que celles des
e´nergies magne´tiques. Cette caracte´ristique semble assez robuste et a e´te´ observe´e pour les
autres parame`tres que nous avons e´tudie´s.
Ce phe´nome`ne est tre`s probablement lie´ au caracte`re multiplicatif du bruit exerce´ par
la vitesse sur le champ magne´tique. Ainsi, lors de l’e´tude de l’e´volution d’un scalaire en
pre´sence de bruit multiplicatif (paragraphe 3.3), nous avons montre´ qu’un bruit blanc gaus-
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Fig. 3.20: Energie magne´tique en fonction du temps pour E = 3.10−4, q = 6 et Ra = 1.97
(trait plein), 2.27 (traits pointille´s) et 2.42×Rac (traits pointille´s longs). On peut constater
que le taux de de´croissance (0.84, 0.20 et 0.02 respectivement) est de plus en plus faible a`
mesure que l’on s’approche du seuil dynamo (correspondant a` Ra = 2.57× Rac).
sien (PDF syme´trique) ame`ne une probabilite´ suivant la loi du chi2 (PDF non syme´trique)
pour la variable bruite´e. Cette comparaison ne peut bien suˆr qu’eˆtre qualitative. Le syste`me
propose´ dans la section 3.3 n’est e´videmment pas a` meˆme de rendre toute la complexite´
du cas MHD complet.
3.4.6 Solutions multiples
Dans notre e´tude de la bifurcation dynamo, nous avons cherche´ s’il pouvait exister
plusieurs branches dynamo stables pour un meˆme re´gime de parame`tres. Nous n’en avons
pas rencontre´. Cependant nous avons trouve´ un cas inte´ressant pour un nombre d’Ekman
E = 3.10−4, un nombre de Roberts q = 6 et un nombre de Rayleigh Ra = 2.57×Rac. Nous
pre´sentons sur la figure 3.23 l’e´nergie magne´tique et l’e´nergie cine´tique de l’e´coulement pour
ces parame`tres. Sur cette figure sont indique´es deux re´alisations diffe´rentes, les conditions
initiales de ces deux calculs diffe`rent d’une perturbation infinite´simale.
Ce comportement est tre`s singulier. Apre`s un de´but de calcul comparable dans les
deux cas, la solution de la dynamo semble se stabiliser (oscillations amorties). Mais elle
se de´stabilise violemment. Dans un cas l’action dynamo est conserve´e, dans l’autre elle
disparaˆıt. Ce comportement est assez inattendu les parame`tres e´tant identiques. De plus,
dans les deux cas l’e´nergie cine´tique apre`s la pe´riode de fluctuation est supe´rieure a` celle
avant ces fluctuations, que le champ magne´tique soit maintenu ou non.
Pour ce cas, nous avons diagnostique´ qu’il existe au moins deux solutions au proble`me
hydrodynamique. Nous avons observe´ un changement de mode de Fourier dominant au
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Fig. 3.21: Fonction de densite´ de probabilite´ pour l’e´nergie cine´tique (a` gauche) et l’e´nergie
magne´tique (a` droite). Les parame`tres sont E = 3.10−4 et q = 3 et Ra = 3.7×Rac. Ce cas
correspond a` une bifurcation sous-critique.
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Fig. 3.22: Fonction de densite´ de probabilite´ pour l’e´nergie cine´tique (a` gauche) et l’e´nergie
magne´tique (a` droite). Les parame`tres sont E = 1.10−4, q = 3 et Ra = 3.3× Rac. Ce cas
correspond a` une bifurcation super-critique.
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Fig. 3.23: Energies magne´tique et cine´tique en fonction du temps pour E = 3.10−4 et q = 6
et Ra = 2.57×Rac. Les graphiques de gauche et de droite correspondent a` deux re´alisations
diffe´rentes, celles-ci diffe`rent par un e´cart infinite´simal des conditions initiales.
cours de la simulation, aussi bien pour le champ magne´tique que pour la vitesse. Ce
phe´nome`ne peut eˆtre visualise´ sur la figure 3.24.
Comme pour les autres simulations, nous avons de´marre´ ce calcul avec une distribution
de tempe´rature ale´atoire, une vitesse nulle et une perturbation de champ magne´tique. Pour
ces parame`tres, nous sommes tre`s proches du seuil dynamo (juste au-dessus), le taux de
croissance de la perturbation de champ magne´tique est donc tre`s faible (0.058). Pendant,
les quarante premiers temps visqueux (on peut remarquer qu’apre`s 80 temps visqueux
le champ magne´tique a toujours une faible amplitude), la convection a pu librement se
de´velopper sans influence notable du champ magne´tique. Pour ce re´gime de parame`tres
l’e´nergie cine´tique de la solution est constante et le mode de Fourier naturellement choisi
par la convection est le mode m = 6, ce mode et le vent zonal (m = 0) sont les seuls a`
posse´der une e´nergie cine´tique significative. Apre`s un temps assez long l’e´nergie du champ
magne´tique finit par saturer, le champ adopte alors la meˆme ge´ome´trie que la convection,
celle correspondant au mode m = 6. Ce mode se de´stabilise rapidement, et on peut voir
sur la figure 3.24 qu’apre`s un conflit entre les modes m = 6, 5 et 4, le mode dominant,
aussi bien pour la convection que pour le champ magne´tique, devient pour la premie`re
re´alisation le mode m = 5. Suite a` la chute de l’e´nergie des modes m = 6 et 4, le mode
m = 5 se stabilise, nous avons alors poursuivi la simulation pendant trente temps visqueux
supple´mentaires et nous avons pu constater que ce mode m = 5 est stable et d’e´nergie
constante.
Nous avons repris ce calcul aux environs du temps t = 86 en changeant de fac¸on
infinite´simale les amplitudes des solutions, ce nouveau calcul est appele´ re´alisation n◦2
dans la figure 3.24. Constatons que pour cette nouvelle re´alisation le conflit entre modes ce
termine cette fois-ci au profit du mode m = 4. La ge´ome´trie du mode convectif m = 4 ne
semble pas eˆtre assez efficace pour maintenir la dynamo et on peut constater que l’e´nergie
magne´tique de´croˆıt par diffusion ohmique de`s que ce mode m = 4 devient dominant. Nous
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Fig. 3.24: Energie magne´tique (graphiques du haut) et cine´tique (graphiques du bas) des
modes de Fourier m = 6, 5 et 4 (en noir, rouge et vert respectivement) en fonction du
temps pour E = 3.10−4 et q = 6 et Ra = 2.57×Rac. Les graphiques de gauche et de droite
correspondent a` deux re´alisations diffe´rentes.
avons comme dans la re´alisation pre´ce´dente poursuivi la simulation pendant trente temps
visqueux, le mode m = 4 est stable et d’e´nergie constante.
Ce sce´nario peut eˆtre ve´rifie´ sur la figure 3.25, ou` nous avons repre´sente´ (a` gauche) les
iso-surfaces de vorticite´ axiale et (a` droite) la composante radiale du champ magne´tique a`
la frontie`re externe du mode`le (CMB). Les iso-surfaces de vorticite´ axiale nous permettent
de visualiser les colonnes de convection. On peut constater sur les graphiques du haut,
correspondant au temps t = 97.2 de la re´alisation n◦1, que le mode convectif et le mode
champ magne´tique sont bien domine´s par le mode m = 6. Rappelons que les colonnes
de convection fonctionnent par paires de colonnes contra-rotatives, les cyclones (vorticite´
positive, en rouge) et les anticyclones (vorticite´ ne´gative, en bleu).
Les zones de fort champ magne´tique a` la frontie`re externe (en bleu fonce´) sont associe´es
aux cyclones. Les anticyclones sont eux associe´s aux zones de faible champ magne´tique.
Nous avons ajoute´ a` chaque graphique quelques lignes de champ. Pour les graphiques
du milieu, correspondant au temps t = 137.7 de la re´alisation n◦1, on constate que le
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Nombre valeur
Ekman E = 10−15
Prandtl Pr = 0.14
Prandtl magne´tique Pm = 10−6
Reynolds Re = 108
Reynolds magne´tique Rm ∈ [102, 103]
Elsasser Λ ∈ [1, 10]
Tab. 3.5: Valeurs des parame`tres sans dimension pour la Terre.
mode convectif et le mode champ magne´tique sont bien domine´s par un mode m = 5. Le
graphique du bas correspond, quant a` lui, au temps t = 138 de la re´alisation n◦2, le mode
convectif est bien domine´ par un modem = 4, le champ magne´tique a disparu par diffusion
ohmique.
Re´sumons les re´sultats obtenus pour ce cas correspondant a` un nombre d’Ekman E =
3.10−4, un nombre de Roberts q = 6 et un nombre de Rayleigh Ra = 2.57×Rac.
Il existe pour ce cas 3 modes hydrodynamiques. Le mode le plus rapidement croissant
dans le cas purement hydrodynamique est le mode m = 6. Une fois e´tabli, il est le seul
mode non-axisyme´trique a` posse´der une e´nergie significative et son e´nergie est constante.
Ce mode est a` meˆme de produire une action dynamo, mais apre`s la saturation de l’e´nergie
du champ magne´tique le mode m = 6 se de´stabilise, soit au profit du mode m = 5, soit au
profit du mode m = 4. Le mode m = 5 est e´galement dynamo mais contrairement a` son
pre´de´cesseur, il est stable. Nous n’avons pas observe´ de cycle he´te´rocline. Le mode m = 4
n’est, quant a` lui, pas dynamo.
3.5 Interpre´tation ge´ophysique
Dans ce chapitre, nous avons obtenu un certain nombre de re´sultats sur la bifurcation
dynamo. Pour ce faire, nous avons utilise´ des parame`tres ne´cessairement e´loigne´s de ceux
de la Terre (voir tableau 3.5). Il est donc permis de se demander dans quelle mesure ces
re´sultats peuvent apporter de nouveaux e´le´ments a` la compre´hension de la ge´odynamo.
Pour la Terre, l’e´nergie du champ magne´tique a` la CMB est principalement concentre´e
dans sa composante dipolaire. Nous pouvons constater d’apre`s le tableau 3.6 que c’est
aussi le cas dans nos simulations. Ce re´sultat e´tait de´ja` souligne´ par Kutzner et Chris-
tensen (2002). Notons cependant que le roˆle dominant du dipoˆle a clairement tendance a`
disparaˆıtre lorsque l’on s’e´loigne du seuil de la dynamo (et donc du seuil convectif).
Nous avons vu au chapitre 2 que lorsque l’on s’e´loigne du seuil convectif l’e´coulement a
tendance a` engendrer un vent zonal fort. Celui-ci sera largement contraint par la pre´sence
de champ magne´tique. On peut cependant s’attendre a` ce que ce vent zonal influence la
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Fig. 3.25: Iso-surfaces de vorticite´ axiale (gauche) et composante radiale du champ
magne´tique a` la CMB pour E = 3.10−4 et q = 6 et Ra = 2.57 × Rac. La vorticite´ po-
sitive (cyclone) est repre´sente´e en rouge, la vorticite´ ne´gative (anticyclone) en bleu. Les
zones de fort champ magne´tique sont en bleu fonce´.
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E q bifurcation Ra/Rac dipcmb(%) rT/P
10−3 3 ıˆlot 3.76 53.8 1.15
4.11 49.4 1.02
3.10−4 6 super-critique 2.57 58.3 3.37
10.00 19.3 1.18
3.10−4 3 sous-critique 4.00 71.6 1.22
7.50 44.7 1.09
3.10−4 1.5 ıˆlot 4.44 86 0.74
9.18 58.9 0.79
10−4 3 super-critique 2.80 91 2.12
4.30 64.7 1.83
10−4 0.67 sous-critique 7.46 91.2 0.55
Tab. 3.6: Fraction de l’e´nergie magne´tique repre´sente´e par le dipoˆle a` la CMB et rapport de
l’e´nergie magne´tique toro¨ıdale sur l’e´nergie magne´tique polo¨ıdale, en fonction des nombres
d’Ekman, de Roberts et du nombre de Rayleigh normalise´.
ge´ome´trie du champ magne´tique en ge´ne´rant une composante toro¨ıdale importante (effet
Ω). Nous pouvons noter dans le tableau 3.6 que cette tendance est globalement ve´rifie´e. En
effet, le rapport de l’e´nergie magne´tique toro¨ıdale sur l’e´nergie magne´tique polo¨ıdale r(T/P )
est en ge´ne´ral supe´rieur a` l’unite´. Ce raisonnement n’est cependant valable qu’a` l’ordre
dominant (la re´troaction du champ magne´tique sur l’e´coulement a e´te´ ne´glige´e) et on peut
le constater n’est pas ve´rifie´ dans tous les cas.
Dans nos mode`les la pre´ponde´rance de la composante toro¨ıdale tend a` s’estomper
lorsque l’on s’e´loigne du seuil dynamo. Dans le cas de la Terre, la composante toro¨ıdale du
champ magne´tique n’est pas observable. Certains mode`les de dynamo a` champ fort [75]
pre´disent un champ toro¨ıdal dominant (cre´e par effet Ω).
Ce re´gime de champ fort, s’il est suppose´ pertinent pour la Terre, est-il applicable pour
les parame`tres que nous avons e´tudie´s ? Nous pouvons constater sur la figure 3.26 que dans
toutes nos simulations, le nombre d’Elsasser est d’ordre 1. La forme des courbes refle`te
celle des diagrammes de bifurcation (voir la de´finition du nombre d’Elsasser (3.29)). La
force de Laplace est donc comparable a` la force de Coriolis. Cependant dans notre cas, la
dissipation visqueuse n’est pas ne´gligeable. Elle est en fait du meˆme ordre que la dissipation
ohmique. Nous ne sommes donc pas dans le cadre du re´gime de champ fort.
Les re´sultats que nous avons obtenus nous ont permis de mieux comprendre la bifurca-
tion dynamo. Nos parame`tres sont cependant tre`s e´loigne´s de ceux de la Terre et il serait
ne´cessaire d’effectuer des calculs supple´mentaires pour des nombres d’Ekman plus petits
avant d’essayer de proposer des conclusions pour la Terre.
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Fig. 3.26: Nombre d’Elsasser en fonction du nombre de Rayleigh normalise´ pour de gauche
a` droite et de haut en bas E = 10−3 et q = 3, E = 3.10−4 et q = 6, E = 3.10−4 et q = 3,
E = 3.10−4 et q = 1.5, E = 10−4 et q = 3 et E = 10−4 et q = 0.67.
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Nous sommes cependant en mesure de faire une suggestion concernant la bifurcation
correspondant aux parame`tres terrestres. Nous l’avons vu dans l’introduction, les observa-
tions montrent que le champ magne´tique terrestre a des fluctuations importantes et qu’il
s’inverse (voir aussi figure 3.27).
Nous avons pu constater dans nos re´sultats que lorsque l’e´tat B = 0 est stable et
que les fluctuations du champ magne´tique sont importantes, les solutions dynamos sont
me´tastables. C’est-a`-dire que l’action dynamo finit par eˆtre perdue apre`s un temps suf-
fisamment long. Le champ magne´tique terrestre s’e´tant maintenu pendant un temps tre`s
grand (plus de 100 000× τd) cela indique que pour les parame`tres de la Terre, l’e´tat B = 0
n’est pas stable. Cela exclut donc un diagramme en ıˆlot pour les parame`tres de la Terre.
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Fig. 3.27: Enregistrements composites Sint-2000 retrac¸ant l’e´volution de l’intensite´ du
champ magne´tique pour les deux derniers millions d’anne´es. La courbe (a) repre´sente une
intensite´ relative. Les intervalles de polarite´ sont repre´sente´s au-dessus par une barre noire
(respectivement blanche) pour une polarite´ normale (respectivement inverse). La courbe (b)
est une intensite´ calibre´e sur des enregistrements provenant de lave et convertie en VADM
(virtual axial dipole moment), et la courbe (c) repre´sente les fluctuations du VADM autour
de sa valeur moyenne (d’apre`s Valet, Meynadier et Guyodo, 2005).
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Chapitre 4
Conclusions et perspectives
Re´sumons les diffe´rents re´sultats que nous avons obtenus aux cours de nos e´tudes. A
l’aide de notre mode`le quasi-ge´ostrophique, nous avons pu e´tudier la bifurcation convective
pour un mode de chauffage uniforme. Une pre´diction the´orique de Soward (1977) proposait
que cette bifurcation soit sous-critique. Cette hypothe`se se basait sur la capacite´ des non-
line´arite´s a` contrer le me´lange de phase qui existe en-dessous du seuil convectif. Nous avons
pu constater que les non-line´arite´s deviennent effectivement importantes tre`s pre`s du seuil,
mais leur effet n’est pas celui escompte´. Nous n’avons en effet obtenu que des bifurcations
super-critiques pour des nombres d’Ekman compris entre E = 10−4 et E = 10−7. Le
vent zonal important, engendre´ par les non-line´arite´s, n’a donc pas permis aux solutions
convectives d’exister en-dessous du seuil. Son action est en fait, a` travers le phe´nome`ne des
oscillations de relaxation, de rendre l’e´nergie cine´tique des solutions de´pendante du temps.
Ce comportement correspond a` une bifurcation ulte´rieure du syste`me. Nous avons remarque´
que les oscillations de relaxation apparaissent de plus en plus pre`s du seuil convectif lorsque
le nombre d’Ekman est diminue´. Dans la limite des petits nombres d’Ekman, la solution
convective a donc une e´nergie de´pendante du temps de`s le seuil convectif franchi. Nos
re´sultats le`vent donc le de´saccord qui existait entre la pre´diction the´orique de Soward
(1977) et les mode`les nume´riques. Cette pre´diction ne prenait pas en compte une solution
dont l’e´nergie est fluctuante.
Notre mode`le quasi-ge´ostrophique nous a aussi permis d’isoler le roˆle crucial du pom-
page d’Ekman dans la formation de structures en bandes dans la convection. Nous avons
en effet de´termine´ que sa pre´sence est ne´cessaire pour produire un nombre significatif de
bandes dans le profil radial du vent zonal. Nous avons de plus de´termine´, que la taille des
structures radiales produites semble re´sulter de l’e´chelle a` laquelle la dissipation de volume
et le pompage d’Ekman sont d’e´gale importance. Ces bandes ont pu eˆtre produites pour
des nombres de Rayleigh a` peine supe´rieurs au nombre de Rayleigh critique, justifiant ainsi
notre approche faiblement non-line´aire.
Avec notre mode`le 3D, nous avons pu e´tudier la bifurcation dynamo. Nous avons pu
montrer que malgre´ un re´gime de parame`tres tre`s simple le diagramme de bifurcation
de ces dynamos nume´riques est de´ja` ardu. Nous avons de´termine´ que pour un nombre
d’Ekman fixe´, il est possible de passer d’une bifurcation super-critique a` une bifurcation
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sous-critique puis a` un iloˆt en de´croissant le nombre de Roberts. Ce changement de nature
de la bifucation dynamo peut e´galement eˆtre obtenu (dans l’ordre inverse) a` un nombre
de Roberts en faisant de´croˆıtre le nombre d’Ekman. Dans le cas d’une bifurcation sous-
critique, nous avons vu que l’e´tat B = 0 peut redevenir stable apre`s le seuil dynamo. Nous
avons montre´ que pour certains re´gimes de parame`tres il existe des dynamos me´tastables.
C’est-a`-dire que l’action dynamo finit par eˆtre perdue apre`s un temps long (jusqu’a` environ
50 temps magne´tiques). Nous avons pu constater qu’il peut exister plusieurs e´tats convectifs
pour un meˆme re´gime de parame`tres. Certains de ces e´tats permettent de produire une
action dynamo et d’autres non.
Apre`s avoir approfondi l’e´tude de la bifurcation dynamo, il serait inte´ressant d’e´tudier
les bifurcations suivantes du syste`me. D’apre`s la figure 3.5 extraite d’une e´tude de Kutzner
et Christensen, il est visible que pour certaines valeurs des nombre d’Ekman et de Roberts
et pour un nombre de Rayleigh suffisamment e´leve´ la dynamo obtenue s’inverse.
Dans le cas de la Terre, les observations nous apprennent que le champ magne´tique
terrestre change de polarite´ de fac¸on tre`s irre´gulie`re (en moyenne tous les 10τd) [26]. Le
champ magne´tique terrestre est caracte´rise´ par deux e´tats de polarite´ oppose´e avec des
transitions rapides entre ces deux e´tats (d’une dure´e comprise entre 0.1τd et 0.5τd environ).
En dehors des inversions, le dipoˆle est dominant et son amplitude fluctue autour d’une
valeur moyenne non nulle (estime´e a` environ 1.78 ·105 nT ou 7.5 ·1022A.m2 pour le moment
dipolaire moyen sur les derniers 800.000 ans [63]). Il existe, en outre, des excursions qui
ont environ la meˆme dure´e que les inversions. Elles correspondent a` une de´croissance du
dipoˆle qui reprend ensuite de l’importance tout en gardant la meˆme polarite´.
Nous avons entame´ une e´tude des inversions du champ magne´tique en commenc¸ant par
un nombre d’Ekman E = 3.10−4, un nombre de Roberts q = 3 et un nombre de Rayleigh
Ra = 13.32 × Rac. Ce re´gime de parame`tre a e´te´ e´tudie´ dans un contexte ge´ophysique
par Wicht [65]. Pour ces parame`tres, le calcul que nous avons effectue´ est d’une longueur
de 67 temps visqueux, soit environ 10 temps magne´tiques (ou environ 93τd). Un tel calcul
repre´sente plus de 5000 heures de simulations sur 8 processeurs. La figure 4.1 pre´sente
l’e´nergie du dipoˆle a` la frontie`re externe de notre mode`le (CMB) au cours du temps. Cette
e´nergie est normalise´e par l’e´nergie magne´tique totale a` la frontie`re externe. Pour ce re´gime
de parame`tres la dynamo obtenue n’est pas domine´e par un dipoˆle. En effet, ce graphique
montre que l’e´nergie magne´tique du dipoˆle ne repre´sente qu’en moyenne 5% de l’e´nergie
magne´tique totale a` la frontie`re externe (CMB) et est au mieux e´gale a` 24%.
Nous avons repre´sente´ sur le graphique du haut de la figure 4.2 l’amplitude du dipoˆle
en fonction du temps visqueux. Sur la dure´e de noˆtre simulation, nous avons obtenu 7
inversions significatives. Nous pouvons clairement constater qu’il n’y a pas deux e´tats bien
de´finis, mais que le dipoˆle oscille autour d’une valeur moyenne nulle. Ces oscillations sont
entrecoupe´es de pe´riodes de stagnation a` de faibles amplitudes, proches de ze´ro. Ceci est
confirme´ par la fonction de densite´ de probabilite´ de l’amplitude du dipoˆle (graphique du
bas de cette meˆme figure). Celle-ci est en effet centre´e sur ze´ro. Pour un cas ressemblant a`
la Terre, cette fonction devrait eˆtre bimodale. On peut aussi constater que cette fonction
n’est pas syme´trique. Ceci indique que notre simulation est un peu courte du point de vue
statistique.
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Fig. 4.1: Energie du dipoˆle a` la frontie`re externe de notre mode`le ici normalise´e par
l’e´nergie magne´tique totale.
De´finissons maintenant le moment dipolaire. Prenons θdip comme la co-latitude du
dipoˆle et posons comme convention que Slm de´signe l’amplitude de l’harmonique sphe´rique
de degre´ l et d’ordre m de la composante polo¨ıdale. S10 et S11 vont donc de´signer respec-
tivement les amplitudes du dipoˆle axial et e´quatorial. Le moment dipolaire mdip est de´fini
comme
mdip =
S01
cos θdip
, (4.1)
ou` de manie`re e´quivalente par mdip =
√
(S01)
2 + (S11)
2. Il repre´sente donc l’amplitude d’un
dipoˆle dont l’inclinaison est libre.
Les figures 3.27 et 4.3 apportent une indication supple´mentaire que les inversions pro-
duites pour un nombre d’Ekman E = 3.10−4, un nombre de Roberts q = 3 et un nombre
de Rayleigh Ra = 13.32 × Rac sont tre`s diffe´rentes de celles de la Terre. Dans le cas de
la Terre, le moment dipolaire oscille autour d’une valeur moyenne et s’effondre a` chaque
inversion. Dans la simulation nume´rique, le moment dipolaire oscille autour d’une valeur
moyenne proche de ze´ro, il ne s’en e´loigne que pour de courtes dure´es apre`s une inversion.
Nous pouvons e´tudier l’inclinaison du dipoˆle en fonction du temps (voir figure 4.4). Ce
graphique permet de visualiser qualitativement chacune des 7 inversions. Cependant les
de´tails de ce graphique ne sont pas significatifs car, comme nous l’avons signale´, le dipoˆle
n’est pas dominant dans notre cas. Par exemple, sur l’intervalle de temps t ∈ [35, 40], ce qui
pourrait passer pour une se´rie de courtes inversions n’est en fait qu’une se´rie d’oscillations
(de faibles amplitudes) du dipoˆle autour de ze´ro.
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Fig. 4.2: Amplitude du dipoˆle en fonction du temps, en unite´ de temps visqueux (graphique
du haut) et fonction de densite´ de probabilite´ de l’amplitude du dipoˆle (graphique du bas)
pour E = 3.10−4, q = 3 et Ra = 13.32× Rac.
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Fig. 4.3: Moment dipolaire en fonction du temps (visqueux) pour E = 3.10−4, q = 3 et
Ra = 13.32×Rac.
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Fig. 4.4: Inclinaison du dipoˆle (correspondant a` la co-latitude du poˆle pour un champ
purement dipolaire) en fonction du temps (visqueux) pour E = 3.10−4, q = 3 et Ra =
13.32× Rac.
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Fig. 4.5: Energie toro¨ıdale en fonction de l’e´nergie polo¨ıdale signe´e pour E = 3.10−4, q = 3
et Ra = 13.32× Rac.
Bien que les inversions que nous avons obtenues pour ce re´gime de parame`tres ne
soient pas ressemblantes a` celles de la Terre, celles-ci nous fournissent tout de meˆme des
renseignements sur les me´canismes des inversions. Nous avons par exemple pu constater
(voir figure 4.5) que pour ces parame`tres les inversions se produisent aux basses valeurs de
l’e´nergie magne´tique totale.
De plus, nous avons pu remarquer qu’a` la frontie`re externe de notre mode`le (CMB),
seule l’intensite´ des harmoniques antisyme´triques (S10,S30,S50...) semble influence´e par les
inversions. Les harmoniques antisyme´triques suivent qualitativement les meˆmes fluctua-
tions que le dipoˆle axial. Les harmoniques syme´triques, quant a` elles, oscillent autour de
ze´ro sans subir de fluctuations d’intensite´ visible lie´es aux inversions (voir figure 4.6).
Il serait inte´ressant de poursuivre plus avant ces recherches et de mener une e´tude
syste´matique des proprie´te´s de ces inversions en fonction des parame`tres. Ceci permettrait
d’avancer dans la compre´hension de ce phe´nome`ne qui reste mal compris. Etant donne´e
la longueur des calculs requis, une telle e´tude ne´cessiterait cependant des moyens infor-
matiques conse´quents. Elle ne serait re´aliste qu’en de´veloppant des outils nume´riques plus
performants. C’est ce que nous nous sommes efforce´s de faire Julien Aubert, Emmanuel
Dormy et moi-meˆme durant ma the`se. Nous disposons maintenant d’un code dynamo pa-
ralle`le (PARODY) parmi les plus rapides existant pour ce proble`me.
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Fig. 4.6: Amplitude de la composante polo¨ıdale S20 (degre´ 2 et ordre 0) en fonction du
temps (visqueux) pour E = 3.10−4, q = 3 et Ra = 13.32× Rac.
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Annexe A
Couche d’Ekman et pompage :
exemple du cas plan
Nous allons ici faire une e´tude de la couche limite visqueuse d’Ekman dans un cas
plan. Ce cas permet de saisir l’essentiel des phe´nome`nes physiques lie´s a` cette couche et
l’obtention des e´quations est conside´rablement plus simple que dans le cas de la couche
d’Ekman dans la sphe`re. Nous allons re´aliser cette e´tude dans un repe`re carte´sien (x, y, z),
avec un axe de rotation normal a` la paroi situe´e en z = 0 et aligne´ avec la direction
verticale z. Nous adoptons de plus des conditions aux limites de non-glissement pour la
vitesse. D’apre`s ce ce choix de conditions aux limites, la vitesse du fluide doit se raccorder
a` ze´ro a` la paroi. Ceci va cre´er une couche limite visqueuse qui de part la pre´sence de
rotation va posse´der des proprie´te´s particulie`res.
Conside´rons un cas ou` l’amplitude Ω de la rotation est assez importante pour que la
force de Coriolis soit dominante suffisamment loin de la paroi. Loin de cette paroi situe´e en
z = 0, l’e´quilibre ge´ostrophique est donc re´alise´. La force de Coriolis e´quilibre le gradient de
pression, ce qui se traduit en e´quation par (voir l’e´quation 2.25 pour l’adimensionnement)
E−1(ez ∧ u) = −∇Π . (A.1)
En prenant le rotationnel de cette e´quation, on obtient la contrainte de Proudman-
Taylor qui impose que l’e´coulement soit inde´pendant de la direction verticale z. La compo-
sante verticale de la vitesse loin du bord est donc nulle a` l’ordre dominant. La vitesse loin
de la paroi a pour expression u = (Ux, Uy, 0) ou` Ux et Uy sont des amplitudes arbitraires.
D’apre`s l’e´quation pre´ce´dente, nous obtenons pour les vitesses horizontales loin de la paroi
−E−1Uy = −∂Π
∂x
(A.2)
E−1Ux = −∂Π
∂y
. (A.3)
Dans la couche limite, la viscosite´ n’est par de´finition plus ne´gligeable et l’e´quilibre
ge´ostrophique devient
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E−1(ez ∧ u) = −∇Π′ +∆u . (A.4)
D’ou` nous tirons les e´quations des composantes horizontales ux et uy de la vitesse
dans la couche limite (la composante uz est d’abord suppose´e nulle comme son homologue
ge´ostrophique)
−E−1uy = −∂Π
′
∂x
+
∂2ux
∂z2
(A.5)
E−1ux = −∂Π
′
∂y
+
∂2uy
∂z2
. (A.6)
Les termes de diffusion horizontale ont e´te´ ne´glige´s car l’e´chelle verticale de variation
de la vitesse est a` priori beaucoup plus petite que l’e´chelle horizontale. Supposons que les
gradients de pression fixe´s par l’e´coulement loin de la paroi varient peu dans la couche
limite (∇Π ≃ ∇Π′, cette hypothe`se est raisonnable pour une couche limite suffisamment
fine). Il vient alors
−E−1(uy − Uy) = ∂
2ux
∂z2
(A.7)
E−1(ux − Ux) = ∂
2uy
∂z2
. (A.8)
Posons V = (ux − Ux) + i (uy − Uy), le syste`me pre´ce´dent peut alors s’e´crire
E−1 i V =
∂2V
∂z2
. (A.9)
Les solutions de cette e´quation satisfaisant les conditions aux limites (raccordement
aux vitesses loin de la couche dans la limite z → ∞ et vitesse nulle en z = 0) ont pour
expression
ux = Ux + (−Ux cos(z/δ)− Uy sin(z/δ))e−z/δ (A.10)
uy = Uy + (Ux sin(z/δ)− Uy cos(z/δ))e−z/δ , (A.11)
ou` la grandeur adimensionne´e δ = E1/2 est l’e´paisseur caracte´ristique de la couche d’Ek-
man. Celle-ci est d’autant plus fine que la rotation est importante (petit nombre d’Ekman).
Prenons par exemple Uy = 0, nous pouvons constater que la couche d’Ekman cre´e une com-
posante uy orthogonale a` l’e´coulement impose´.
Notons cependant, que la divergence de la vitesse dans la couche limite n’est pas obliga-
toirement nulle. Prenons par exemple une vitesse de´finie par Uy = 0 et Ux(y). La divergence
de cette vitesse comporte un terme ∂yUx(y) non nul. Il doit donc ne´cessairement exister une
composante verticale de vitesse qui va permettre de satisfaire la conservation de la masse.
Notons uz cette composante verticale de vitesse dans la couche d’Ekman. La conservation
de la masse ame`ne
∂uz
∂z
= −
(
∂ux
∂x
+
∂uy
∂y
)
, (A.12)
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Fig. A.1: Principe du pompage d’Ekman. L’e´coulement secondaire sort (entre) de la couche
d’Ekman pour un cyclone (resp. anticyclone).
et en reportant les solutions (A.10) et (A.11) dans cette e´quation nous obtenons l’expression
de cette composante verticale
uz =
1
2
ωδ
(
1− (cos(z/δ) + sin(z/δ))e−z/δ) , (A.13)
(A.14)
ou` ω est la composante verticale de la vorticite´ loin de la paroi (ω = ∂xUy − ∂yUx).
On peut constater que la vitesse verticale ainsi de´termine´e est non nulle loin de la paroi
(pour z →∞). La couche d’Ekman est donc une couche limite active qui introduit par le
pompage d’Ekman une composante verticale d’ordre E1/2 dans l’e´coulement principal (loin
de la paroi). Pour un e´coulement principal a` vorticite´ positive (cyclone), cet e´coulement
secondaire sort de la couche d’Ekman alors que pour un e´coulement principal a` vorticite´
ne´gative (anticyclone) l’e´coulement secondaire entre dans la couche d’Ekman (voir figure
A.1).
Dans le cas sphe´rique, le principe est identique et il va exister aux deux extre´mite´s des
colonnes de convection une couche d’Ekman qui va injecter du fluide en haut et en bas des
cyclones et en extraire en haut et en bas des anticyclones quasi-ge´ostrophiques. On voit en
inte´grant le terme de pompage au syste`me quasi-ge´ostrophique (2.46) que dans les deux
cas la couche d’Ekman sert bien a` dissiper l’e´nergie de l’e´coulement principal.
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Annexe B
Calculs des dissipations visqueuses et
magne´tiques
Conside´rons les trois e´quations suivantes
E
(
Du
Dt
−∆u
)
+ 2zˆ × u+∇P = RarT + 1
Pm
(∇×B)×B, (B.1)
∂B
∂t
= ∇× (u×B) + 1
Pm
∆B, (B.2)
∂T
∂t
= −u · ∇T + 1
Pr
∆T. (B.3)
De´finissons la moyenne
< · >= 1
V
∫
Ω
·dΩ. (B.4)
En inte´grant sur le domaine Ω (de volume V ) le produit scalaire de (B.1) par u, il vient
E <
Du
Dt
· u >︸ ︷︷ ︸
=0
−E < u ·∆u > +2< (zˆ × u) · u >︸ ︷︷ ︸
=0
+< ∇P · u >︸ ︷︷ ︸
=0
= Ra < rT · u > + 1
Pm
< (∇×B)×B · u > . (B.5)
Nous conside`rons un cas stationnaire et le terme non line´aire < u2∇u > est e´gal d’apre`s
(D.32) a` < u · ∇u2 > qui est nul d’apre`s la formule de Green (D.33). Le premier terme
de cette e´quation est donc nul. Le deuxie`me terme est nul pour une raison triviale et le
troisie`me l’est d’apre`s (D.33). L’e´quation (B.5) se simplifie donc en
−E < u ·∆u >= Ra < T r · u > + 1
Pm
< u · (∇×B)×B > . (B.6)
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De meˆme, on inte`gre sur le volume le produit scalaire de B.2 par B
<
∂B
∂t
·B >︸ ︷︷ ︸
=0
=< B · ∇ × (u×B) > + 1
Pm
< B ·∆B > . (B.7)
Le terme < B · ∇ × (u×B) > s’e´crit
< (∇×B) · (u×B) > + 1
V
∫
∂Ω
(B× n) · (u×B)dS , (B.8)
d’apre`s (D.36), avec ∂Ω la surface oriente´e du volume Ω.
D’apre`s la formule du produit mixte, ce dernier terme s’e´crit aussi
1
V
∫
∂Ω
(u×B)×B)dS . (B.9)
Ce terme est nul car dans notre cas la vitesse au bord est nulle.
D’apre`s la formule du produit mixte on a aussi l’e´galite´
(∇×B) · (u×B) = −u · (∇×B)×B . (B.10)
On peut donc re´e´crire l’e´quation (B.6) comme
Ra < T r · u >= −E < u ·∆u > − 1
Pm2
< B ·∆B > . (B.11)
Cette e´quation n’est autre que l’e´quilibre entre l’e´nergie produite par la force d’Ar-
chime`de (terme source) et l’e´nergie dissipe´e par effet visqueux et effet Joules (termes puits).
Annexe C
Influence des conditions aux limites
magne´tiques sur le Benchmark de la
dynamo sphe´rique
Le benchmark nume´rique, initie´ par U. Christensen [19], a consiste´ a` tester sur quelques
cas simples la convergence des calculs dynamos produits par les programmes de diffe´rentes
e´quipes. Les conditions aux limites utilise´es par les auteurs sont de non-glissement pour
la vitesse et une tempe´rature impose´e aux deux bords. Pour les conditions aux limites
magne´tiques, deux cas ont e´te´ teste´s.
Le premier (cas 1) utilise des conditions aux limites isolantes aux deux bords et le
second (cas 2), plus complexe puisqu’il faut calculer les couples visqueux et magne´tique
sur la graine, utilise une graine conductrice libre de tourner par rapport a` la frontie`re
exte´rieure. Les parame`tres utilise´s sont les suivants E = 10−3, Ra = 100 (110 pour le cas
2), Pr = 1 et Pm = 5. Pour le cas 1, un nombre de Rayleigh de 100 est tre`s proche de la
limite infe´rieure (≃ 99) pour laquelle une action dynamo est obtenue.
Nous avons ajoute´ a` ces deux cas (graine conductrice et isolante) le cas d’un champ
magne´tique purement radial a` l’une ou aux deux frontie`res (qui pourrait correspondre a`
un milieu externe de perme´abilite´ magne´tique infini). Ce dernier cas n’est pas pertinent
pour la Terre mais peut-eˆtre utile aux dynamos expe´rimentales. En effet, il a e´te´ montre´
dans un cas analytique simple [46] que ces conditions aux limites favorisent l’action dy-
namo en tendant a` canaliser les lignes de champ. Ces trois cas nous permettent de tenter
d’e´valuer l’influence des conditions aux limites magne´tiques sur le champ magne´tique dans
une configuration simple ou` l’e´nergie magne´tique est constante. Nos re´sultats sont re´sume´s
dans le tableau C.1.
A des fins de comparaison avec les autres re´sultats du chapitre relatif a` la bifurcation
dynamo (exprime´s en e´nergie non normalise´e par le volume de la coquille fluide), il est a`
noter que le tableau C.1 pre´sente des e´nergies volumiques (E).
Les dissipations volumiques visqueuse et magne´tique (cf. annexe B pour un calcul)
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ve´rifient l’e´galite´ suivante en re´gime permanent
Ra < T r · u >= −E < u ·∆u > − 1
Pm2
< B ·∆B > , (C.1)
ou` < · > indique une moyenne sur le volume de la coquille fluide.
Cette e´quation n’est autre que l’e´quilibre entre l’e´nergie produite par la force d’Ar-
chime`de (terme source) et les e´nergies dissipe´es par effet visqueux et effet Joules (termes
puits). Notons que cette e´quation n’est valable que dans un cas stationnaire, ce qui est
bien le cas pour les parame`tres adopte´s. Pour ve´rifier cette e´galite´ dans le tableau C.1, il
faut diviser la dissipation volumique magne´tique par Pm = 5.
conditions Emag Ecin dissipation dissipation pousse´e
aux limites visqueuse magne´tique d’archime`de
B harmonique aux 2 bords 623.20 30.64 -6.90 -50.10 16.85
B radial a` la CMB 787.61 34.41 -5.56 -47.96 15.08
B radial aux 2 bords 222.21 40.51 -7.29 -26.04 12.47
Tab. C.1: Energie volumique magne´tique et cine´tique, et dissipation visqueuse, magne´tique
et force d’Archime`de obtenues pour E = 10−3, Ra = 100, Pr = 1 et Pm = 5. Les
conditions aux limites adopte´es sont celles d’un champ potentiel ou un champ purement
radial, a` l’une ou aux deux frontie`res. Pour ve´rifier l’e´quilibre, entre l’e´nergie produite par
la force d’Archime`de et les e´nergies dissipe´es par effet visqueux et effet Joules, il faut diviser
la dissipation volumique magne´tique par Pm = 5.
Comme pre´vu par [46], l’adoption d’un champ purement radial (ici a` la CMB) comme
condition aux limites magne´tiques semble favoriser l’action dynamo puisque l’on obtient
une e´nergie magne´tique plus importante que dans le cas isolant (B harmonique) ainsi
qu’une dissipation magne´tique moindre.
Il ne faut cependant pas tirer de conclusions trop rapides. En effet, si on impose main-
tenant un champ magne´tique purement radial aux deux frontie`res, on obtient alors une
e´nergie magne´tique moins importante que dans les deux cas pre´ce´dents. En pratique, en
initialisant le calcul avec les conditions initiales prescrites par le benchmark, comme pour
les deux cas pre´ce´dents, nous avons tout d’abord perdu l’effet dynamo. Il nous a fallu ef-
fectuer le calcul a` un nombre de Prandtl magne´tique plus important (diffusion magne´tique
moindre) pour pouvoir maintenir un champ magne´tique par effet dynamo. Une fois cette
solution obtenue, nous avons pu redescendre le nombre de Prandtl magne´tique a` la valeur
qui nous inte´ressait. Nous avons ainsi pu produire une dynamo avec ces conditions aux li-
mites magne´tiques. Ceci indique que la ge´ome´trie du champ obtenu dans le cas B purement
radial aux deux bords doit eˆtre sensiblement diffe´rente de celle des cas pre´ce´dents.
Une e´tude expe´rimentale mene´e a` Riga (voir par exemple [30]) a permis de constater
que la pre´sence de paroi de meˆme conductivite´ que le fluide peut eˆtre avantageux pour la
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dynamo. Ceci ne semble pas eˆtre le cas ici puisque il a fallu, aux auteurs du benchmark,
augmenter le nombre de Rayleigh dans le cas d’une graine conductrice pour compenser la
diffusion dans la graine [65]. Dans ce cas de graine conductrice, l’adoption de conditions
aux limites magne´tiques purement radiale a` la CMB me`ne a` la perte de l’action dynamo.
Nous ne pouvons donc pas proposer de conclusion ge´ne´rale sur l’action de conditions aux
limites magne´tiques. Un champ purement radial a` la CMB semble aider ou inhiber l’action
dynamo selon les cas. Afin de de´terminer plus pre´cise´ment leur roˆle, il serait ne´cessaire
d’effectuer une e´tude comple`te de la bifurcation dynamo avec ces conditions aux limites.
Nous pre´sentons dans le chapitre sur la bifurcation dynamo une telle e´tude de transition
dans le cas de conditions aux limites magne´tiques isolantes. Il pourrait e´galement eˆtre
souhaitable de faire varier la perme´ablilite´ des frontie`res de manie`re continue comme cela
a e´te´ fait dans l’e´tude mene´e par R. Avalos-Zuniga, F. Plunian et A. Gailitis sur l’influence
des conditions aux limites magne´tiques sur le seuil de l’action dynamo dans les expe´riences
de Riga et Karlsruhe [5].
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Formules d’identite´s vectorielles
Coordonne´es carte´siennes
∇Φ =
∂Φ
∂x
ex +
∂Φ
∂y
ey +
∂Φ
∂z
ez (D.1)
∇ ·V = ∂Vx
∂x
+
∂Vy
∂y
+
∂Vz
∂z
(D.2)
∇×V =
[
∂Vz
∂y
− ∂Vy
∂z
]
ex +
[
∂Vx
∂z
− ∂Vz
∂x
]
ey +
[
∂Vy
∂x
− ∂Vx
∂y
]
ez (D.3)
∆Φ =
∂2Φ
∂x2
+
∂2Φ
∂y2
+
∂2Φ
∂z2
(D.4)
∆V = [∆Vx] ex + [∆Vy] ey + [∆Vz] ez (D.5)
∇V =

∂Vx
∂x
∂Vx
∂y
∂Vx
∂z
∂Vy
∂x
∂Vy
∂y
∂Vy
∂z
∂Vz
∂x
∂Vz
∂y
∂Vz
∂z
 (D.6)
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Coordonne´es cylindriques
∇Φ =
∂Φ
∂s
es +
1
s
∂Φ
∂φ
eφ +
∂Φ
∂z
ez (D.7)
∇ ·V = 1
s
∂
∂s
(sVs) +
1
s
∂Vφ
∂φ
+
∂Vz
∂z
(D.8)
∇×V =
[
1
s
∂Vz
∂φ
− ∂Vφ
∂z
]
es (D.9)
+
[
∂Vs
∂z
− ∂Vz
∂s
]
eφ (D.10)
+
[
1
s
∂
∂s
(s Vφ)− 1
s
∂Vs
∂φ
]
ez (D.11)
∆Φ =
∂2Φ
∂s2
+
1
s
∂Φ
∂s
+
1
s2
∂2Φ
∂φ2
+
∂2Φ
∂z2
(D.12)
∆V =∇ (∇ ·V)−∇×∇×V (D.13)
∇V =

∂Vs
∂s
1
s
∂Vs
∂φ
− Vφ
s
∂Vs
∂z
∂Vφ
∂s
1
s
∂Vφ
∂φ
+
Vs
s
∂Vφ
∂z
∂Vz
∂s
1
s
∂Vz
∂φ
∂Vz
∂z
 (D.14)
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Coordonne´es sphe´riques
∇Φ =
∂Φ
∂r
er +
1
r
∂Φ
∂θ
eθ +
1
r sin θ
∂Φ
∂φ
eφ (D.15)
∇ ·V = 1
r2
∂
∂r
(
r2 Vr
)
+
1
r sin θ
∂
∂θ
(sin θ Vθ) +
1
r sin θ
∂Vφ
∂φ
(D.16)
∇×V = 1
r sin θ
[
∂
∂θ
(sin θ Vφ)− ∂Vθ
∂φ
]
er (D.17)
+
1
r
[
1
sin θ
∂Vr
∂φ
− ∂
∂r
(r Vφ)
]
eθ (D.18)
+
1
r
[
∂
∂r
(r Vθ)− ∂Vr
∂θ
]
eφ (D.19)
∆Φ =
∂2Φ
∂r2
+
2
r
∂Φ
∂r
+
1
r2 sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Φ
∂θ
)
+
1
r2 sin2 θ
∂2Φ
∂φ2
(D.20)
L2 Φ = − 1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂Φ
∂θ
)
− 1
sin2 θ
∂2Φ
∂φ2
(D.21)
∆V =∇ (∇ ·V)−∇×∇×V (D.22)
∇V =

∂Vr
∂r
1
r
∂Vr
∂θ
− Vθ
r
1
r sin θ
∂Vr
∂φ
− Vφ
r
∂Vθ
∂r
1
r
∂Vθ
∂θ
+
Vr
r
1
r sin θ
(
∂Vθ
∂φ
− Vφ cos θ
)
∂Vφ
∂r
1
r
∂Vφ
∂θ
1
r sin θ
(
∂Vφ
∂φ
+ Vr sin θ + Vθ cos θ
)
 (D.23)
136 ANNEXE D. FORMULES D’IDENTITE´S VECTORIELLES
Identite´s vectorielles
∇ · (∇×V)=0 (D.24)
∇× (∇×V)=∇(∇ ·V)−∆V (D.25)
∇ · (∇Φ)=∆Φ (D.26)
∇× (∇Φ)=0 (D.27)
∇ · (ΦV)=Φ∇ ·V +V ·∇Φ (D.28)
∇× (ΦV)=Φ∇×V + (∇Φ) ∧V (D.29)
∇ · (V1 ∧V2)=V2 · (∇×V1)−V1 · (∇×V2) (D.30)
∇× (V1 ∧V2)=V1 (∇ ·V2)−V2 (∇ ·V1)
+(V2 ·∇)V1 − (V1 ·∇)V2 (D.31)
∇ (V1 ·V2)=V1 ∧ (∇×V2) +V2 ∧ (∇×V1)
+ (V1 ·∇)V2 + (V2 ·∇)V1 (D.32)
Formules de Green
∫
V
((∇Φ) ·V + Φ(∇ ·V)) dV=
∫
∂V
Φ(V · n) dS (D.33)∫
V
(∇Φ1 ·∇Φ2 + Φ1∆Φ2) dV=
∫
∂V
Φ1∇Φ2 · dS (D.34)∫
V
(Φ1∆Φ2 − Φ2∆Φ1) dV =
∫
∂V
(Φ1∇Φ2 − Φ2∇Φ1) · dS (D.35)∫
V
(V1 · (∇×V2)− (∇×V1) ·V2) dV=
∫
∂V
(V1 ∧ n) ·V2 dS (D.36)
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Dissipation mechanisms for convection in rapidly rotating spheres
and the formation of banded structures.
Vincent Morin1 and Emmanuel Dormy1,2
(1) Institut de Physique du Globe de Paris, 75252 Paris, France, and
(2) L.P.S., De´partement de Physique, Ecole Normale Supe´rieure,
75231 Paris, France & C.N.R.S. France.
(Dated: October 12, 2005)
We report banded zonal structures in numerical simulations of weakly non-
linear rapidly rotating convection. A quasi-geostrophic model of convection is
used to demonstrate how, in the presence of Ekman pumping, banded struc-
tures can develop immediately above the onset of convection, and in the absence
of developed turbulence. We show that these bands necessarily correspond to
a regime in which both Ekman pumping and bulk viscosity equally affect the
zonal flow and that their width scales with the Ekman number E as E1/4.
PACS numbers: 47.27.Te, 47.20.Bp
We investigate the respective role of two dissipation mechanisms, bulk viscosity and
Ekman friction, acting on weakly non-linear rapidly rotating convection. To make the
problem tractable in a parameter regime of small Ekman numbers (low viscosity), we use a
simplified approach relying on a z-integrated set of equations (known as quasi-geostrophic
convection, or β-convection [1]). In a previous investigation using a similar approach [2], we
have shown in the presence of bulk viscosity only, that as the Ekman number is decreased
toward realistic values (which are presently out of reach of fully three dimensional modeling),
the zonal flow gets increasingly important near the onset of convection. We have shown that
from an asymptotic point of view, the zonal flow is strong enough to suppress convective
motions on a quasi-periodic basis and to yield relaxation oscillations immediately above the
onset [2].
In all studies of quasigeostrophic or fully three-dimensional convection, when only bulk
viscosity is retained, the zonal flow near onset takes the form of a large “S” structure in
radius, with two counter rotating bands (retrograde near the axis and prograde near the
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equator). As the Rayleigh number is further increased above critical, the number of bands
slowly increases [3].
Recently, Jones et al. [4] investigated the effect of dissipation in the viscous boundary
layers. They used a fully nonlinear β-plan model. Introducing the effect of Ekman pumping,
they were able to achieve a significantly higher number of bands (up to six on the β-plan)
for a given Rayleigh number. The role of Ekman pumping in producing these jets still needs
to be clarified, as well as the resulting balance between dissipation mechanisms
We consider motions driven by buoyancy in a rotating spherical shell with a uniform
distribution of internal heat sources. The rotation rate is Ω, ν is the kinematic diffusivity of
the fluid, κ is its thermal diffusivity, and α its coefficient of thermal expansion. The gravity
field is assumed to be purely radial and corresponds to a self gravitating fluid: −gr . We
further introduce θ, the deviation from the basic temperature profile of pure conduction
(Ts = T0 − β˜r2/2), and −β˜r the temperature gradient in the absence of convection. Setting
the unit of time to r2o/ν, the unit of length L to the outer sphere radius ro, and the unit of
temperature to β˜r2oν/κ , we introduce the following dimensionless parameters
E =
ν
2Ωr2o
, Ra =
αβ˜gr6o
νκ
, Pr =
ν
κ
,
namely the Ekman number, the Rayleigh number, and the Prandtl number. The Prandtl
number is set to unity for all simulations reported here. The aspect ratio ri/ro is fixed to 0.2.
This small inner core leaves enough room for bands to develop outside the tangent cylinder.
Dissipative mechanisms in a rapidly rotating flow constitute a subtle issue. From a formal
point of view, viscous dissipation affects the flow in two ways. First comes the bulk effects
of viscous dissipation. Because of the very low Ekman number values associated with rapid
rotation, this term only becomes significant at small scale. Dimensional analysis reveals
scales such as O(LE1/3) for z-aligned structures, such as vertical shear layers or convection
near the onset [1, 5, 6]. But viscosity is also essential near boundaries, where very sharp
O(LE1/2) layers develop. These layers actively affect the mainstream flow through Ekman
pumping. This yields an additional dissipative term on the mainstream equations, known
as Ekman friction or Ekman pumping [7]. This term will equally affect all scales of the
mainstream flow. Its amplitude is only controlled by the Ekman number and the flow
velocity. As a result, Ekman pumping will provide the dominant dissipation mechanism on
the large scale mainstream flow, for which the effects of bulk viscosity are vanishingly small.
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We will investigate convection very close to the onset, and adopt (as in [2]) a z-integrated
weakly non-linear formalism. Due to the computing domain geometry (which is not simply
connected), we consider separately the mean zonal flow u0 and all the non-axisymmetric
modes (see [8] for a discussion of this issue). In the weakly non-linear approach, only one
of the non-axisymmetric modes is retained and expressed in the form of a streamfunction
ψ = ψ(s)eimϕ, m ∈ R (see [2] for more details). The mode m is set to its critical value at the
onset of convection, computed for each particular value of the Ekman number. The vorticity
of the flow is then given by ω = −∆ψ +∇ ∧ (u0 eφ) · ez. The resulting system of equation
is
Pr
(
∂θ
∂t
+ (u ·∇)θ
)
= ∆θ +
∂ψ
∂ϕ
, (1a)
E
(
∂
∂t
∆ψ − (u ·∇)ω
)
= E∆2ψ +
1
1− s2
∂ψ
∂ϕ
+RaE
∂θ
∂ϕ
, (1b)
E
(
∂u0
∂t
+ (u ·∇)uϕ|0
)
= E
(
∆− 1
s2
)
u0︸ ︷︷ ︸
B−V
− E
1/2
2(1− s2)3/4 u0︸ ︷︷ ︸
E−P
. (1c)
The linear theory for the onset of convection in a rotating sphere indicates that con-
vection develops at the onset on a horizontal length-scale O(E1/3), both in the radial (s)
and azimuthal (φ) direction [9]. On such length-scale, the bulk viscosity acting on the non-
axisymmetric velocity can be estimated to scale as E × E−2/3 = E1/3, whereas the Ekman
pumping will scale as E1/2. For this reason, an asymptotically valid approximation is to
retain only bulk viscosity as dissipating term in (1b), here in the form of a bi-laplacian on ψ.
On such small length-scale, the Ekman pumping term is asymptotically negligible compared
to bulk viscosity. Indeed Ekman pumping only provides an O(E1/6) correction term on the
critical parameters for the onset [10].
Two dissipation terms are retained instead for the axisymmetric flow described by equa-
tion (1c): the bulk viscosity (marked “B-V ”) and the Ekman pumping term (marked
“E-P ”). The axisymmetric flow is obviously large scale in the φ-direction: O(L). Its scaling
in the radial s direction however remains to be determined. None of these dissipating terms
can therefore be ruled out on the basis of a simple scaling argument. Note that we follow
here an approach introduced by Jones et al. [4], although our model is simplified by coupling
two modes only and dropping the effect of pumping on the small scales ψ. System (1) can
be solved using explicit mode coupling in the spectral domain. This weakly non-linear ap-
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allows a much wider variation in parameters than the full modeling.
We will present results of numerical simulations retaining either the B-V-term, or the
E-P-term, or both, in order to assess the role of the various dissipating processes (bulk
viscosity or Ekman pumping, respectively). We may stress at this stage that despite these
simplifications, integrating an equation of the form of (1c) retaining only Ekman friction,
and dropping bulk-viscosity is not a trivial numerical task. It requires a careful numerical
implementation: one then relies only on laplacians in (1a,b) to damp high-frequency modes.
Ekman pumping dissipates energy in (1c), but it does not act to specifically damp high
frequency instabilities.
We first verified that the introduction of Ekman pumping did not affect the qualitative
result reported in [2], i.e. relaxation oscillations occur increasingly close to the onset of
convection as E is decreased. Indeed most of the flows we will investigate here are time
dependent. We will now focus our attention on the effect of Ekman pumping on the zonal
flow structure. Let us first consider the zonal flow at fixed Ekman number (here E = 10−6)
and with increasing Rayleigh numbers (from 1.1 to 5 times critical). The corresponding
results are displayed on figure 1.
First, in the presence of bulk viscosity only (the B-V-term), the expected behavior (“S”
shaped zonal flow and slow increase in the number of bands with the Rayleigh number) is
reproduced with this simplified model (see the left column of figure 1). When, on the other
hand, Ekman pumping provides the only dissipating term on the zonal flow (corresponding
to a large scale assumption on this flow), a large number of bands is produced in the system.
The bands become more numerous as the Rayleigh number is increased. Here reaching up to
seven bands for Ra = 5×Rac. It is however important to ponder at this stage on the radial
scaling of the bands produced with this model. Equation (1c) now involves no regularizing
term in radius. As a results, the radial scale of u0 will be directly provided by the energy
input term, i.e. by ψ. It follows that near the onset u0 will then scale radially as ψ, i.e.
O(E1/3L).
The O(E1/3L) radial length-scale appearing in the zonal flow u0 invalidates the large
scale assumption made by neglecting bulk viscosity in (1c). At such small length-scales,
bulk viscosity becomes dominant. We have therefore performed a third simulation retaining
both the B-V and the E-P-terms in (1c). The effect of bulk viscosity in increasing the radial
length-scale is evident of figure 1. Bulk viscosity will enlarge the width of zonal bands, as
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FIG. 1: Zonal wind profiles for E = 10−6, and increasing Rayleigh numbers, from top to bottom:
Ra = 1.1×Rac, Ra = 2×Rac et Ra = 5×Rac. The column on the left corresponds to simulations
with bulk viscosity only, the middle column to simulations retaining Ekman pumping only and the
right figure to simulations combining both effects.
it did in the first case (retaining its effect only). In this case, however, it will only act to
enlarge these structures until it becomes comparable to the Ekman pumping. One can easily
estimate the transition scale above which Ekman pumping dominates and below which bulk
dissipation takes over. Comparing the bulk dissipation at a scale ℓ estimated by E ℓ−2 U
(where U is a measure of the zonal flow velocity) to the Ekman pumping estimated by E1/2 U
reveals that the transition scale is ℓ ∼ O(LE1/4). Any smaller scale will be predominantly
affected by bulk viscosity, any larger scale predominantly senses Ekman friction.
To illustrate the Ekman dependence in our simulations, we now present results obtained
for a Rayleigh number twice critical, varying the Ekman number from 10−5 to 10−7 (see
figure 2). This wide amplitude of variation is only made possible by the model simplicity.
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FIG. 2: Zonal wind profiles at Rayleigh number twice critical (Ra = 2 × Rac), for decreasing
Ekman numbers, from top to bottom: E = 10−5, E = 10−6 et E = 10−7 (columns arrangement
follows that of figure 1).
Despite the use of intensive computing, smaller values of E are at present not attainable.
Figure 2 clearly demonstrates the faster increase in the number of bands, when the E-P-
term only is retained, than in the presence of both the E-P and B-V terms. The distinction
between the E1/3 and the E1/4 scaling is however difficult to establish at these values of E.
A rigorous distinction between these scalings would require the computation of even smaller
values of the Ekman number (these scalings only differ by a factor E1/12).
The increasingly important role given to the zonal flow near the onset as the Ekman
number is decreased (as identified in [2]) led us to investigate the variation in the banded
structure near the onset with decreasing Ekman number. Indeed, the number of bands
increases with decreasing Ekman numbers even very near the onset. This effect is highlighted
by figure 3 at a Rayleigh number 10% above critical. Because of the moderate values of
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FIG. 3: Zonal wind profiles for Ekman numbers: E = 10−5, E = 10−6 et E = 10−7. The Rayleigh
number is only 10% above critical (Ra = 1.1×Rac). These simulations retain the Ekman pumping
term (E-P) as only dissipation term on the zonal flow, in order to highlight the increase in the
number of bands observed just above the onset with decreasing Ekman numbers.
E that can be achieved (although significantly lower than can be achieved with full 3D
modeling), we represent here the simulation with the E-P-term only (for which bands are
narrower). The effect is then more visible near the onset because of the steep E1/3 scaling.
The number of bands as well as the zonal flow amplitude increase with decreasing Ekman
numbers. Direct comparison of figure 2 with figure 3 suggests that the Ekman number
controls the jets width whereas the Rayleigh number determines the width of the region
influenced by the zonal shear (i.e. the envelope of the banded structure). This property of
convergence toward the onset validates the weakly non-linear approach.
The banded structure obtained in the above convection problem suggests an interpreta-
tion with applications to the zonal flows observed in giant planets (such as Jupiter & Saturn).
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Deep convection models producing bands in the sphere remain so far limited to less than
three bands per hemisphere [3, 11–15]. Investigation of decaying turbulence in a full sphere
[16] (not convectively driven) has allowed to give more importance to non-linearities and
also revealed the presence of a banded structure. The possible deep origin of bands in giant
planet therefore remains a much debated topic. Our model could be interpreted in this
context. Indeed the aspect ratio of 0.2 corresponds to the estimated size of the rock core
both in Saturn and in Jupiter (e.g [17]).
We shall first start with a word of caution. The model we investigate is very simplified and
well justified only near the onset of convection. Besides, it cannot capture the complicated
structure of these planets (such as the molecular-metallic transition of hydrogen, the vigorous
turbulence or dynamo action in the metallic phase). Keeping these shortcomings in mind a
first comparison can be attempted.
First, the small Ekman number limit we have tried to approach by a mixed asymptotic
and numerical model is relevant to giant planets. Relying on a turbulent kinematic diffu-
sivity (much larger than molecular values) the Ekman numbers for Jupiter and Saturn can
respectively be estimated to 7.7 . 10−10 and 3.5 . 10−9 [18]. Such values are still much smaller
than can be achieved numerically, even with simplified modeling. Such extreme values may
however offer a chance to distinguish between an E1/3 and an E1/4 scaling of the banded
structure. The prefactors to these scalings remain unknown (and are clearly functions of
the Rayleigh number, see figure 1). Assuming an order one prefactor, E1/3 would yield 1000
bands and 600 bands per hemisphere for Jupiter and Saturn respectively. This is much
larger that observations (typically 11 bands between 0 and 60 degrees latitude on Jupiter).
The E1/4 scaling would yield under the same assumption 180 and 130 bands respectively.
These numbers could therefore be compatible with observations assuming a prefactor close
to 0.1. Such prefactors would stem from an estimation based on our lowest Ekman number
simulation at a Rayleigh number twice critical (figure 2, displays six bands at E = 10−7).
An E1/4 extension of bands therefore appears compatible with observational facts.
While turbulence is clearly present in giant planets, it does not appear to be a necessary
ingredient to understand the presence of a banded structure. Our simple weakly non-linear
model, retaining the interactions between two modes only, shows that provided Ekman
pumping is included, bands can be obtained in rapidly rotating convection (i.e. in the limit
of small Ekman numbers) immediately above the onset of convection.
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